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Pour bien utiliser cet ouvrage
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La page d’entrée de chapitre

Elle propose un plan du chapitre, les
thémes abordés dans les exercices,
ainsi qu'un rappel des points essen-
tiels du cours pour la résolution des
exercices.
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Les méthodes a retenir

Cette rubrique constitue une synthése
des principales méthodes a connattre,
détaillées étape par étape, et indique
les exercices auxquels elles se rap-
portent.

Chaque méthode est illustrée par un
ou deux exemples qui la suivent.



Vrai ou Faux?

Dix questions pour vérifier la bonne
compréhension du cours.
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Du mal a démarrer?

Des conseils méthodologiques sont
proposés pour bien aborder la résolu-

tion des exercices.
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Enoncés des exercices

De nombreux exercices de difficulté
croissante sont proposés pour s’entrai-
ner. La difficulté de chaque exercice
est indiquée sur une échelle de 1 a 4.
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Corrigés des exercices

con détaillée.

Tous les exercices sont corrigés de fa-
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Vrai ou Faux, les réponses

Chaque affirmation vraie est justifiée
par une référence au cours ou une
courte démonstration, et chaque af-
firmation fausse est réfutée par la pro-

duction d'un contre-exemple explicite.
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Raisonnement,

vocabulaire ensembliste

/ﬂm mg abovdlos Aave los ovovciceos

e Mise en ceuvre, sur des exemples simples, des différents
types de raisonnement

Les méthodes a retenir
Vrai ou faux?

Les énoncés des exercices o Igalités et inclusions d’ensembles obtenus par opérations

N 7 ? .
Du mal a démarrer 10 sur des parties d’un ensemble
Vrai ou faux, les réponses 11

Les corrigés des exercices 12

~N O N

o Injectivité, surjectivité, bijectivité
e Image directe, image réciproque d’une partie par une ap-
plication.

/’\700&6 essontiols Au couns
powy e vzsolution. Heos eoxevcicos

o Définition et propriétés des opérations entre ensembles,
N, U, complémentaire, \

e Définition de la fonction indicatrice d’une partie d’un en-
semble

e Définition du produit cartésien d’un nombre fini d’en-
sembles

o Définition et propriétés de l'injectivité, de la surjectivité,
de la bijectivité pour les applications

e Définition de 'image directe, de I'image réciproque d’une
partie par une application.



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

Méthode

Essayer de passer par les éléments des ensembles, ou de calculer globa-
lement sur les ensembles. La deuxiéme voie est en général plus courte
et plus claire (si elle est praticable).

nicre générale sur des = Exercices 1.1, 1.2, 1.6, 1.7, 1.13 a 1.15
ensembles

Pour travailler de ma-

—CEID ~
Partons du c6té apparemment le plus compliqué :

(ANB\NANC)=ANB)N(ANC)
=ANB)NAUCD)
=(ANBNAUMANBNO)
=AnBnC
=An(BNC)
=An (B\C).

Soient E un ensemble, A, B,C € P(E).

Montrer :

AN (B\C)=(ANB)\(ANC).

Remarque : On pouvait aussi partir du premier membre.

:

Essayer de :
Pour établir une égalité  soit montrer directement 1’égalité
d’ensembles « soit montrer deux inclusions : AC B et BC A

« soit utiliser les fonctions indicatrices des parties d’un ensemble.

w Exercices 1.2, 1.6, 1.7, 1.10, 1.15

Dans chacune des deux premieres options, on essaie de passer par les
éléments ou de calculer globalement sur les ensembles.

— GRS ~
On a :

Soient F un ensemble, A, B € P(E). B U AN i (AAﬂn g)uué(A e
Montrer : : AN (BW !
(A\B) U (A\C)=A\(B N O). = A\(BNnO).




Les méthodes a retenir

— (= )

« Soit y € R tel qu’il existe = € [—1; 2] tel que y = z2.

Siz e [-1;0],alorsy € [0; 1].
Siz e [0;2],alors y € [0; 4].
{yeR; Jze[-1;2], y=2°} =[0;4]. | On déduit y € [0; 4].

Ceci montre que le premier ensemble est inclus dans le second.

Montrer :

e Réciproquement, soit y € [0; 4].
En notant z = \/y, onaz € [0; 2] C [-1; 2] et y = z2.

Ceci montre que le second ensemble est inclus dans le premier.

On conclut a ’égalité demandée.

:

Montrer que :

Pour montrer, par ré- . P(no) est vraie (initialisation)
currence (faible), qu'une « pour tout entier n fixé tel que n > ng, si P(n) est vraie, alors
propriété P(n) est vraie P(n + 1) est vraie (hérédité).
pour tout entier n tel .
= Exercice 1.5
que n = ng
(& J
— D ~
Initialisation :
s N\ Pourn=0,ona: ¢? —¢apo=12—-1-0=1=(-1)°,
On considére la suite de Fibonacci donc la formule est vraie pour n = 0.
définie pa =0, =1let:
(¢n)nen nie par go 1 Hérédité : Supposons que la formule soit vraie pour un n € N fixé.
Vn €N, ¢ni2 = dni1+ Pn. On a alors :
Montrer : ¢i+2 — Pn43Pnt1 = ¢3L+2 - (¢n+2 + ¢n+l)¢n+1
2 2
Vn €N, @21 — bnyadn = (—1)" = (Pnt2 = Pn+20nt1) = ngr
| J

= fnta(bni2 — dni1) — Gois
= ¢ntadn — 241
= —(¢ii1— Pni2dn)
= (D" = (="
donc la formule est vraie pour n 4 1.

Ceci montre, par récurrence, que la formule est vraie pour tout n € N.

!

Montrer que :

Pour montrer, par récur- e P(ng) et P(ng + 1) sont vraies (initialisation)

rence a deux pas, qu’une « pour tout entier n fixé tel que n > ng, si P(n) et P(n+ 1) sont
propriété P(n) est vraie vraies, alors P(n + 2) est vraie (hérédité).

pour tout entier n tel

que n = ng




Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

% Initialisation : Pour n = 1, on au; =1 > 0, et, pour n = 2, on a

U U, 1
( ) up = % =3 > 0 donc la propriété est vraie pour n =1 et pour

On considére la suite réelle (up)nen dé-
finie par ug =0, ug = 1 et :

n=2.

Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour n et n + 1, ou

Up+1 + Un . Un+1 + Un >0
I

Vn €N, upto = 2 n € N* est fixé. On a donc u, > 0 et upt1 > 0, d’olt

Montrer : donc la propriété est vraie pour n + 2.
*
Vn € N*, un > 0. Ceci montre, par récurrence a deux pas, que la propriété est vraie pour
tout n € N*.

Montrer que :

Pour montrer, par ré- o P(ng) est vraie (indtialisation)

currence forte, qu'une  pour tout entier n fixé tel que n > ng, si P(ng), ..., P(n) sont
propriété P(n) est vraie vraies, alors P(n + 1) est vraie (hérédité).

pour tout entier n tel .

que n = ng = Exercice 1.9

% Initialisation : Pour n = 1, on a bien 0 < u; <1 car u; = 1.

Hérédité : Supposons, pour un n € N* fixé, que 'on ait :

On considére la suite réelle (un),en+ dé-

finie par u; =1 et : Vke{l,..,n}, 0<wu<Ll.
2L 00 n 24 ... 04 40
Vn € N*, un_,_l:w. On a alors : un+1:u1+u2+ +un > toot =0
nm nn nn
g * 24 ... no 441 1
Montrer : Vn € N*, 0 <wup < 1. ot wnp1 = uy + uj +n +upy < + n+ :ln: L <1
n n n n

Ceci montre, par récurrence forte : Vn € N*, 0 < u, < 1.

Pour résoudre une ques-
tion portant sur injecti-
vité, surjectivité, bi- o utiliser le résultat de 'exercice classique 1.11 (en le redémon-
jectivité, d’applications trant).

dans un cadre général = Exercices 1.3, 1.11, 1.12

Essayer de :

o utiliser les définitions et les propositions du cours sur la com-
posée de deux applications injectives (resp. surjectives)




Les méthodes a retenir

x o Injectivité : Soit (x1,z2) € E? tel que f(z1) = f(x2).

On a alors :

z1 = (fof)(@1) = f(f(z1)) = f(f(z2)) = (f o f)(z2) = @2.
Ceci montre que f est injective.
o Surjectivité : Soit y € E.
Ona:y=(fof)(y)=f(f(y)), donc il existe z € E (on peut prendre
z = f(y)) tel que y = f(z). Ceci montre que f est surjective.

On conclut que f est bijective.

+ Puisque f est bijective, on peut utiliser f~! et on a :

fh=fteldp=fto(fof)=(ftof)of=1dpgof =/

Pour manipuler, dans
un cadre général, des
images directes, des
images réciproques
de parties par des
applications

On a, pour tout z € E :

ze f! (W) fx) e A7

fz) ¢ A

Non (f(z) € A)
Non (z € f~1(4"))

z e fr1(A),

IR

d’ou I’égalité voulue.




Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

-\@L ObL/-F-M?

Pour toutes parties A, B d’un ensemble E,ona: AN B=@ < BCA.

Pour toutes parties A, B d’un ensemble E,ona: AN B=A N B.

Va:ER, JyeR, z<uy.
D) s3yer voeR, o<y

Si les applications f: F — F et g : F — G sont injectives,
alors l'application g o f est injective.

Si 'application composée g o f est injective, alors f et g sont injectives.
Si une application f : E — E vérifie f o f = Idg, alors f est bijective et f~! = f.
Si une application f: E — FE vérifie fo f = f, alors f = Idg.

Soient E, F des ensembles, f : E — F une application, A, B des parties de E.
On a alors :

f(AU B) = f(A) U f(B).

Soient E, F' des ensembles, f: E —> F une application, A, B des parties de E.
On a alors :

f(AN B)=f(A) N f(B).

<]
R

<| <]
T T

<]
|

<]
|

<]
R

<] <]
R T

<]
R



Enoncés des exercices

s

_z—

111 Exemple de calcul ensembliste : inclusion

Soient E un ensemble, A, B, C € P(E).
a) Montrer : (AUB)NC Cc Au(Bn<QO).

b) Etablir qu'il y a égalité dans Pinclusion précédente si et seulement si: A C C.

111 Exemple de calcul ensembliste : équivalence entre deux égalités
Soient E un ensemble, A, B,C' € P(E). Montrer :

AUB=AUC «<— AUB=AUC.

111 Exemple d’une restriction bijective

3z —1
x—2
a) Montrer qu’il existe un réel et un seul, noté a, n’ayant pas d’image par f.

On considére la fonction f de R dans R donnée par : f(x) =

b) Montrer qu’il existe un réel et un seul, noté b, n’ayant pas d’antécédent par f.

¢) Montrer que la restriction g de f & R\ {a} au départ et & R\ {b} a ’arrivée est bijective,
et préciser 'application réciproque g~! de g.

111 Exemple de calcul de composée de deux applications
On note f,g: R — R les applications définies, pour tout x € R, par :
fl@)=1+z, g(z)=2

Préciser foget go f. A-t-on fog=go f?

ETT] Exemple de raisonnement par récurrence (faible)
On consideére la suite de Lucas (L, )pen définie par Lo =2, L1 = 1 et :
VneN, Lyio=Lpy1+ Ly.
Montrer, par récurrence, pour tout n € N :

a) L3 1 — LuLyys = 5(=1)"*!

b)Y L} =LyLps1+2
k=0

C) Ly, = L%L - 2(_1)n et L2n+1 = LnLn"‘l - (_1)"



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

BT Réunion ou intersection de produits cartésiens

Soient F, F' deux ensembles, Ay, Ao des parties de E/, Bj, Bs des parties de F'.
a) Montrer : (A1 X Bl) M (A2 X Bg) = (A1 N Ag) X (Bl M Bz)

b) 1) Montrer : (A1 X Bl) U (A2 X Bl) = (Al U A2) X Bl.

2) A-t-on nécessairement : (A x By) U (Ag x Bg) = (A1 U A2) X (B1 U By) ?

| Equivalence entre trois assertions faisant intervenir des différences ensemblistes
Soient E un ensemble, A, B € P(E).

Montrer que les trois assertions suivantes sont deux a deux équivalentes :

(1) A\ B = 4, (2) B\ A= B, (3) AnB=o.

| m Applications : composition, injectivité, surjectivité
Soient E, F' des ensembles, f: E — F, g: F — G des applications.

a) Montrer que, si fogo f = f et si f est injective, alors g est surjective.

b) Montrer que, si go fog = g et si g est surjective, alors f est injective.

| Exemple de raisonnement par récurrence forte

On consideére la suite réelle (uy,)nen définie par ug =1 et :

n u
Vn € N, Up41 = E m
k=0

Montrer : Vn € N, u, € QY.

| Fonction indicatrice d’une partie d’'un ensemble
Soit F un ensemble.

On rappelle que, pour toute A € P(E), la fonction indicatrice de A est Papplication
0 si z¢A
14: E— {0,1}, z+—
1 si zeA
On note 1 'application de P(FE) dans {0, 1} constante égale & 1.
a) Montrer, pour toutes A, B € P(E) :
A:B<:>].A=].B, 1221—1/_;,
lanpg =1alp, laup=1la+1p—14lp, 1gpp=14—14lp.
b) En déduire, pour toutes A, Be P(E): AN(AUB)=A e AU(ANB)=A.



Enoncés des exercices

(| Composée injective, composée surjective

Soient E, F,G des ensembles, f: E — F, g : F — G des applications. Montrer :
a)si g o f est injective, alors f est injective
b)si go f est surjective, alors g est surjective

¢) si go f est bijective, alors f est injective et g est surjective.

=] Conséquences de la bijectivité d’une certaine composée

Soient E, F' des ensembles, f : E — F, g: FF — E des applications.
On suppose que g o f o g est bijective. Montrer que f et g sont bijectives.

On pourra utiliser le résultat de I’exercice 1.11.

(| Images directes de parties par une application

Soient F, E’ deux ensembles, f : E — E’ une application. Montrer, pour toutes par-
ties A, B de E :

a) ACB = [(A) C f(B) ¢) f(AU B) = f(4) U f(B)
b) AC f7H(f(4)) d) f(An B) C f(A) N f(B).

=] Images réciproques de parties par une application

Soient F, E’ deux ensembles, f : E — E’ une application. Montrer, pour toutes par-
ties A, B’ de E :

W) A CB = [THA)C B ¢ [N U BY) = [THA) U fB)
b F(fHA) C A 4) fHA 0B = £ N

Différence symétrique, associativité

Soit £ un ensemble. On note, pour toutes parties A, B de E :

AANB=(AUB)n(An B),
appelée différence symétrique de A et B.

a) Deux exemples : Déterminer A A B dans les deux exemples suivants :
1) E=1{1,2,3,4}, A={1,2}, B={1,3}

2) E=R, A=]-0:2, B=][l;+oo.

b) Btablir : V(A,B) € (P(E))>, Aa B=(ANB)U (Bn A).

¢) Montrer, pour tout (4, B) € (77(E))2 i laap=1a+1—2-141p5.
d) En déduire que la loi A est associative dans P(E), c’est-a-dire :

V(A,B,C) € (P(E))°, (As B s C=A4a (BaC).



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

10

—?w mal o c@.évvwwru?

1108 o) Utiliser la distributivité de N sur U.

b) Séparer l’équivalence logique en deux implica-
tions.

Premiére méthode :

Raisonner par équivalences logiques en passant aux
complémentaires.

a) Revenir aux définitions.

b) Revenir aux définitions.
¢) Se déduit directement de a) et b).

13 Appliquer le résultat de l'exercice 1.11, en groupant

en (go f)ogouengo(fog).

Deuziéme méthode : a) Supposer A C B.

Supposer AU B=A U C.

* Partir d’un élément quelconque z de A U Eet rai-
sonner par l’absurde, pour déduire x € A U C.

* L’autre inclusion s’en déduit en échangeant B et C.

Do a=2 v =3

¢) A partir de y = f(z), calculer & en fonction de y.

il78 Calculer, pour tout z € R, (f o g)(z) et (go f)(x),
et trouver un = € R tel que ces deux résultats soient
différents.

Récurrence (faible) sur n, pour chacune des trois

Partir d’un élément quelconque y de f(A) et utili-
ser la définition de 'image directe d’une partie de E
par f.

b) Partir de a € A et utiliser les définitions.

¢) o Montrer, en utilisant a) :
f(A) U f(B) C f(AU B).

e Réciproquement, partir de y € f(A U B) et utili-
ser la définition de 'image directe d’une partie de F
par f.

d) Utiliser a).

questions. a) Supposer A’ C B’.

Pour ¢), utiliser a).
a) Raisonner par équivalences logiques successives,
en partant de (a,b) € (A1 X B1) N (A2 x Ba).
b) 1) Méme méthode qu’en a).
2) Envisager un élément de A; X Ba.

ilv#) Raisonner par équivalences logiques successives en
utilisant, entre autres: ACB < AN B=0g.

1158 o) Partir d’un élément = de E, considérer f(z) et

déduire z = (g(f(z)).
b) Partir de 1,22 € F tels que f(z1) = f(x2), uti-

Partir d’un éléments quelconque z de f~1(A’) et uti-
liser la définition de I'image réciproque d’une partie
de F par f.

b) Partir de y € f(f71(A’)) et utiliser les défini-
tions.

¢) Raisonner par équivalences logiques successives en
partant de x € f~1(A’ U B’) et en appliquant les dé-
finitions.

d) Raisonner par équivalences logiques successives en
partant de x € f~1(A’ N B’) et en appliquant les dé-
finitions.

liser la surjectivité de g, puis g = go f og, et déduire a) Réponses :

T] = T2.

1l'H Récurrence forte sur n.

a) o Un sens est évident.

Réciproquement, supposer 14 = 1p et partir d’'un
élément quelconque a de A, pour montrer A C B.

e Pourz € E, séparerencas: z € A, x ¢ A.

e Pour z € F, séparer encore en cas : x € A N B,
¢ AN B.

o Passer aux complémentaires a partir du résultat
précédent.

o Utiliser les résultats précédents.

b) Calculer 14 auB) et LauanB)-

1) An B=14{2,3},

2) ArB=]—o00;1[U]2; ool

b) Calculer A A B d’aprés sa définition, en utilisant
les formules sur le calcul sur les ensembles.

¢) Utiliser b) et les formules sur les fonctions carac-
téristiques (cf. Exercice 1.10).

En particulier, pour tous ensembles X,Y :
1y=1-1x, 1lxny =1xly,

lxuy =1x +1y —1x1ly.

d) Calculer les fonctions caractéristiques des deux
membres.
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-\{c; ol E adie, [&é fétpowéaé

BCZ < (Vze€B, ¢ A) < (Non (3z € B, z€ A))

< (Non(ANB#g)) < ANB=0o.

La formule correcte est : AN B=A U

Par exemple, y = = + 1.

Il n’existe pas de réel y fixé plus grand que tout réel x.
C’est un résultat du cours.

Contre-exemple: E=F =G =R, f:2+—— e g:y— |yl
Onaalors go f: 2z —— |e®| = e®, go f est injective, mais g ne lest pas.

<
|

|
l

<
|

<
|

L’application f est injective, car, pour tout (z1,72) € EZ, si f(z1) = f(x2), alors [

f(f(x1)) = f(f(x2)), donc &1 = 5.
L’application f est surjective car, pour tout y € F, on a y = f(f(y))

Il en résulte que f est bijective, puis, en composant & gauche par f !, on obtient f = f~1.

Contre-exemple : E=R, f:R — R, z+— 0.

Soit y € f(A U B). Il existe x € A U B tel que y = f(z). On a alors x € A d’ou
f(z) € A, ouxz € B dou f(x) € f(B), et donc : f(z) € f(A) U f(B). On obtient

f(AUB) C f(A) U f(B).
Réciproquement, soit y € f(A) U f(B). Onay € f(A)ouy €

méme, si y € f(B), on déduit y € f(A U B). On obtient f(A
Par double inclusion, on conclut : f(AU B) = f(A) U f(B).

Contre-exemple : E=F =R, f:R— R, z+— 22, A=R_, B=R,.

Onaalors: ANB = {0}, f(ANB) = {0}, f(A) =Ry, f(B) =R, f(A)Nf(B) =R,.

f(B). Siy € f(A), alors
il existe z € A tel que y = f(z), ot x € A U B et y = f(z), doncy € f(A U B). De
) U f(B) C f(AU B).

P F
VE

-~

CORRIGES

11
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a) On a, par distributivité de N sur U :

(AuB)NnC=ANnC)U(BNC)C AU (Bn<O).
CA

b) «Supposons (A U B) N C =AU (B N O).
Soit x € A.

Alors,z€ AU (BNC)=(AUB) N C,donc z e C.
AcCCcC.

Ceci montre :

¢ Réciproquement, supposons A C C.
On a alors, par distributivité de N sur U :
(AuB)NC=ANC)U(BNC)=AU (BnAOQO).
——
=A

On conclut qu’il y a égalité dans I'inclusion obtenue en a) si
et seulement si A C C.

En appliquant la premiere implication avec (E, 6) a la place
de (B, (), on obtient la seconde implication.

Il suffit donc de montrer la premiere implication.

o Premiere méthode : par les ensembles, globalement
AUB=AUC

On a :
= AUB=AUC
= ANB=AnC
= AU(ANB)=AU(ANO)
= (AUANAUB=(AUA)NAUC)
— AUB=AUC.

o Deuziéeme méthode, par les éléments
On suppose AU B=A U C.

* Soit £ € AU B. Alors x € Aou x € B.
Size A alorsze AU C.
Supposons z ¢ A, donc = € B.

Raisonnons par I’absurde : supposons z ¢ A U C.
Alors,z€ AU C=AnN C, donc z € C,

puis x € A U C, donc x € A U B, contradiction avec ¢ A
et z ¢ B.

Ce raisonnement par ’absurde montre : z € A U C,

et on a donc établi I’inclusion A U B C A U C.

* Par roles symétriques de B et C' dans ’égalité d’hypothese
AU B = AU C, on a alors aussi l'autre inclusion, d’ou
I’égalité.

a) 11 est clair que : a = 2.

b) Soit (z,y) € (R\{2}) xR. Ona:
_3x—1
D)
— zy—-3x=2y—1 <= (y—3)z=2y—1.

y=f(z) <= vy

<~ zy—2y=3r—1

2y —1
Siy#3,ona: y=f(zr) < x= L 3

2y —1
donc y admet un antécédent et un seul par f, qui est Y .

Siy=3,alors: y= f(z) < 0z =35,
donc y n’a pas d’antécédent par f.
Il existe donc un réel et un seul, b = 3, n’ayant pas d’antécé-
dent par f.
S 3z —1
¢) L’application g :R\ {2} — R\ {3}, z+— 5
r—

est la restriction de f & R\ {2} au départ et & R\ {3} &
Parrivée.

On a, pour tout (z,y) € (R\ {2}) x (R\ {3}) :

3z —1
r—2

_2y—1

y=g(z) <= y= .
y—3

Ainsi, tout élément y de arrivée admet un antécédent et un
seul par g, donc g est bijective, et I’application réciproque de

gest: g7l TR\ {3} — R\ {2}, gy Y

y—3~

¢On a, pour tout x € R :

(fog)(z) = f(g(x)) = f(a?) =1+ =2
(go f)(x) =g(f(z)) =gl +2z)=(1+2)2 =1+ 2z +22.

e Par exemple : (fog)(1)=2 et (go f)(1) =4,
fog#golf.

donc :
a) e Initialisation :
Pour n =0, on a :

L2 —LnLpyo =L} —LoLy=1*-2-3=-5
et 5(—1)ntl = -5,
donc la formule est vraie pour n = 0.
o Hérédité :

Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.
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On a alors :

2
Ln+2 - Ln+an+3

= L}io—Lny1(Lny2 4 Lnt1)
= (sz+2 - Ln+1Ln+2) - Li+1
= Lot2(Lnt2 — Lat1) — L34y
= LnyoLln — Li+1

= —(Liy1 —LnLn+2)

= —(5(=1") = 5(=1)"*2,

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

b) e Initialisation :

Pour n=0:

n
LR =L3=2%=4,
k=0
et : LnLn+1+2=LOL1+2=2'1+2=4,
donc la formule est vraie pour n = 0.
o Hérédité :
Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors :

n+1

> L
k=0

($508) 12

= (LnLnt1+2)+Ljiy
= (LnLny1+L341)+2
= Lp+1(Ln+Lnt1)+2 = Lpyi1Lpto +2,

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

¢) e Initialisation :
Loy =Lo =2
L2 —2(-1)" =

Pour n=0:
22-2=2

Lopt1 =Ly =1

LnLn+1 - (_

et
nNr=2-1-1=1,

donc la formule (systéme de deux formules) est vraie pour
n =0.

o Hérédité :

Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors :

Lont1 + Lon
(LaLptr — (=1)") + (L7 —2(=1)")
= (LnLnst +I2) = 3(—1)"
Ln(Ln+1 + Ln) — 3(=1)"
LpLnyo —3(=1)"
= (L34 —5(=1")

Lopnt2 =

~3(-D"

= L%-H +2(-1)"
= LI, —2(-1"*!
et
Lon+t3 = Lont2 + Lon+1

= (L2, —2(-1)""™) + (LnLnt1 — (-1)™)
= Ln+1(Ln+1 + Ln) — (—1)"Jrl
= Lpt1Llngo — (-1,

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

a) On a, pour tout (a,b) € E X F :

(a,b) € (A1 x B1) N (A2 X B2)

((a,b)EAl X B1 et (a,b)eAngg)
(a€ A1 et beB1) et (a€ Ay et b€ By)
(a€A1 et aEAQ) et (bGBl et bGBg)
(a€ A1 N Az et be By N Ba)
(a,b) € (A1 N A2) X (B1 N Ba),
(A1 x B1) N (A2 x B2) = (A1 N A2) x
b) 1) On a, pour tout (a,b) € E X F :

Frrey

donc : (B1 N B2).
a,b) € (A1 X B1) U (A2 x B1)
a,b) € A1 x By ou (ab)eAngl)

a€ Al U Az et b€B1)
b) € (A1 U A2) X By,
donc : (Al X Bl) ] (AQ X Bl) = (A1 ] Az) X Bi.
2) L’ensemble (A1 U A2) X (B1 U B2) contient, entre autres,

les couples (a,b) ol a € A1 et b € Ba, et ces couples ne sont
pas nécessairement dans A1 X By ou A2 X Ba.

rre

(
((
(a€A1 ou a € Asz) et bGBl)
(
(a,

Donnons un contre-exemple.
Notons F = F ={0,1}, A1 = B1 = {0}, A2 = B2 ={0,1}.
(A1 x B1) U (A2 x B2) = {(0,0)} U {(1,1)}
et (A1 U Az) x (B1 U B2) ={0,1} x {0,1}

={(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1)}.

Ainsi, (0,1) est dans le premier ensemble et non dans le se-
cond.

On a alors :

On conclut qu’en général il n’y a pas égalité entre les deux
ensembles envisagés.

On a:

A\B=A < ANB=A < ACB < ANB=g9,
et, de méme :

B\AW=B < BNA=B +— BCA < BnA=g,

d’ou les équivalences logiques entre les trois assertions.

13
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a) On suppose fogo f=f et f injective.
Soit z € E.
Ona: f(z)=(fogo f)(z)=f(g0f(x))
Comme f est injective, on déduit :
z=(go f)(z) =g(f(z))

Cela montre que g est surjective.
b) On suppose go fog=g et g surjective.
Soient z1,z2 € E tels que f(z1) = f(z2).
Puisque g est surjective, il existe y1,y2 € F tels que :

1 =g(y1) et x2=g(y2)
On a alors :

x1=g(y1) = (go fog)(y1) = g(f(g(yl))) =g(f(z1))

=g(f(@2)) = (go fog)(y2) = g(y2) = @2,

et on conclut que f est injective.

Puisque wupn41 est donné (entre autres) en fonction de
uQ, ..., Un, on va effectuer un raisonnement par récurrence
forte.

o Initialisation :

Pour n=0,onaup =1€ Q7.
o Hérédité :

Supposons, pour un n € N fixé : wug,...,un € Qj_

n
Ug

_ *
Comme Up41 = kz::o W — k)’ que ug, ..., un sont dans Q7
et que 0!, 1!,...,n! sont dans N*, par opérations, on déduit :

Un+1 € Q’_‘;_

On conclut, par récurrence forte sur n: Vn €N, un € Q%.

a) 1l est clair que, si A= B, alors 14 =1p.
Réciproquement, supposons 14 = 1.

Pour tout a € A, on a 1g(a) = 14(a) = 1, donc a € B, ce
qui montre A C B, puis, de méme, B C A, donc A = B.
Onconclut: A=B <= 14 =1p.

Autrement dit, la connaissance de 14 détermine entiere-

ment A.

«On a, pour tout x € E :

siz € A, alors ¢ ¢ A, donc 14(z) = 1 et 1¢(z) = 0, d’olt
Ig(z) =1-1a(x)

siz ¢ A, alors ¢ € A, donc 14(z) = 0 et 1¢(z) = 1, d’olt
IZ(;B) =1-—14(x).

Ceci montre : Vo € E, 15(z) =1 —14(x).

On conclut : 17 =1-14.

¢On a, pour tout x € E :

siz € AN B,alorsz € Aet z € B, donc 14 p(x) =1,
1a(z) =1, 1p(z) =1, dot 1anqp(z) =1a(2x)1p(z)

siz¢ AN B,alorsz ¢ Aouzx ¢ B,donc 14np(z) =0et
(1a(z) =0 ou 1p(z) =0),d'ot 1anp(z) = 14(z)1p(z).
Ve € E, 1anp(z)=1a(z)lp(z).

lanp =1alp.

Ceci montre :
On conclut :
¢« On a, en passant par des complémentaires et en utilisant

des résultats précédents :
laup = 1-1

AUB
= 1-1z.3

= 1-(1-14)1-1p)
= 1-(1-14—-1p5+14lp)

= 1la+1p —14l1p.
eOna:

Iyg=1,05=1lalg=14(1-1p) =14 — 141p.
b) On a, pour tout A, B € P(E).
lanauB) =lalaup =14(1a +1p —14lp)
=14+141p —141p =14,

donc, d’aprés a): AN (AU B) = A.
De méme :
lavmanB) =1la+1lang —1lalans

=14+1alp —14(1alp) =14 +141p — 1415 = 14,
donc, d’aprés a) : AU (AN B)=A.

On peut aussi remarquer que, puisque A C A
AN (AUB) = A, et que, puisque A N B
AU (AN B)=A.

a) Supposons g o f injective.
Soit (z1,72) € E? tel que f(z1) = f(x2). On a alors :
go f(x1) = g(f(x1)) = g(f(22)) = go f(x2).

Puisque g o f est injective, il s’ensuit : z1 = x2.

B, on a
A, on

U
C A, on a

On conclut que f est injective.
b) Supposons g o f surjective.
Soit z € G. Puisque g o f est surjective, il existe z € E tel
que: z=go f(x).
z= g(f(:c)) et f(z) € F.
VzeG, Jy e F, z=g(y).

On conclut que g est surjective.

On a alors :

Ceci montre :

¢) Si go f est bijective, alors go f est injective et surjective,
donc, d’apres a) et b), f est injective et g est surjective.

Schématiquement, en utilisant le résultat de l’exercice 1.11,
on a :
go fog injective
go fog bijective <=
go fog surjective
(go f)og injective g injective
go(fog) surjective g surjective

—> g bijective .
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Ceci montre que g est bijective.

On peut donc considérer I’application réciproque g~—! de g.
Onaalors:  f=g lo(gofog)og™?,

qui est la composée de trois applications bijectives, donc f est
bijective.

Finalement, f et g sont bijectives.

a) Supposons A C B.

Soit y € f(A). Il existe a € A tel que y = f(a).
Comme a € A C B,on aa € B, puis y = f(a) € f(B).
On obtient : f(A) C f(B).

b) Soit a € A.On a: f(a) € f(A
image réciproque, a € f~1(f(A)
AcC FL(fA)).
¢) «En utilisant a) :

ACAUB f(A) C f(A) U f(B)
=
BCAUB f(B) C f(A) U f(B)
= f(A) U f(B) C f(AU B).

) donc par définition d’une

On conclut :

«Soit y € f(A U B).
Il existe x € A U B tel que y = f(z).
Ona: z€ A ou z € B.
Siz € A, alors f(x) € f(A) C f(A) U f(B).
Siz € B, alors f(z) € f(B) C f(A) U f(B).
f(z) € f(A) U f(B).

V(A U B) C f(A) U f(B).
On conclut : f(A U B) = f(A) U f(B).
d) En utilisant a) :

{AchA {f(AmB)cf(A)
—

On a donc :

Ceci montre :

ANBCB f(An B)C f(B)
= f(AN B)Cf(A)n f(B)

a) Supposons A’ C B’.

Soit x € fT1(A’).

On a f(z) € A’, donc f(x) € B’, puis z € f~1(B’).
On conclut : YA c f~H(B).

b) Soit y € f(f71(A")).

Il existe z € f~1(A) tel que y = f(z).

Puis, comme z € f~1(A’), on a f(x) € A’, donc y € A’.
f(ffl(A/)) Cc A

¢) On a, pour tout = € E :

ze f~Y A UB)

flzye A u B

On conclut :

—

— (f(x) e A’ ou f(z) € B)
<~ (e fHA4) ou =ze f1(B))
— zecflA)usriB).

On conclut : fﬁl(A/ U B) = fﬁl(A/
d) On a, pour tout = € E :

) U fmH(B.

ze f~Y A nB)

flz)e A’ n B’

(flx)e A" et f(z)€ B')

(xef1A) et xzefY(B))

ze f7HA) N fTH(B).
AN B =N A) N (B,

SRR NN

On conclut :
a) 1) Pour £ ={1,2,3,4}, A={1,2}, B={1,3},ona:
AU B=1{1,2,3},
AN B=1{23,4},

AN B={1},
A A B={23}.

2) Pour E=R, A=]—00;2], B=][l; +oo[,on a:
AUB=R, AnB=]l;2],
AN B=]-o00; 1{U]2; +oo[, AAB=]—o00; 1[{U]2; +oo[.
b) On a, pour tout (A, B) € (P(E))? :
AAB=(AUB)N(ANB)=(AUB)n (AU B)
=(ANAUANB)U(BNAU([BNDB)

=(ANB)U (BnNA).

¢) On a, pour tout (A, B) € (P(E))? :

laae =1 4nB)u(Bna) = lalg + 117 — 1alplply
—_——
=0

=14(1-1)+1(1—14)=14+1p —2-141p.

3
(P(E))
laaB)yac =lasB +1c —2-1asBlC
=Q1a+1p—2-14lp)+1c—2-(1a+1p —2-14lp)lc
=1a+1p+1c —21alp+1alc +1plc)+4-14lplc.

d) Soit (A,B,C) € .Ona:

De méme :

laaBacy) =1a +1pac —2-1alpac
:lA-‘,—(13+lc—2-1310)—2~1A(13+10—2~lBlc)

=1a+1p +1c —2(1alp +1alc +1B1lc) +4-1alBlc.
Ceci montre : LasByac = lan(Bac)-

On déduit : (AAB)AC=AAr(B2rCO),
et on conclut que la loi A est associative dans P(E).

15
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et trigonométrie

/’ﬂaﬂ MG abovdlos Aaves los ovovcices

Les méthodes a retenir 17 e Calculs de sommations simples ou doubles, de produits
Vrai ou faux 7 22 simples ou doubles

Les énoncés des exercices 23 o Manipulation des coefficients binomiaux, obtention d’égali-
Du mal & démarrer ? 26

i ; tés et calculs de sommes les faisant intervenir
Vrai ou faux, les réponses 27

. . ¢ Résolution de systemes linéaires
Les corrigés des exercices 28

o Résolution d’équations et d’inéquations trigonométriques.

“Woinke cssontiols i couve
PMMrla.ﬂzdufww,dhs ekevcices

o Définition et propriétés du symbole Z pour une somma-
tion d’un nombre fini de termes, et du symbole H pour
un produit d’un nombre fini de facteurs

o Regles de calcul élémentaire sur les nombres entiers, sur les

nombres réels
n

¢ Sommations usuelles : E": k, zn:kz, qu

k=1 k=1 k=0
e Factorisation de a™ — b"™ pour n € N*
n
o Définition et propriétés des coefficients binomiaux < ),
p

en particulier :
n!

pl(n—p)!’

o la formule fondamentale <n> + < " ) = <n+ 1),
P p+1 p+1

o la formule du binéme de Newton

o Dexpression a l'aide de factorielles (n) =
b

o Opérations élémentaires, méthode du pivot

e Définition et propriétés de sin, cos, tan, formules de trigo-
nométrie.
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Les méthodes a retenir

-] _es Mé‘HA.ocQLé o veto iy n——

Méthode

Pour calculer certaines
sommations indexées
par un entier

Récurrence sur n.

e Pourn = 1, I’égalité demandée est évidente, chacun des deux membres
étant égal a 5

e Supposons, pour un n € N* fixé :

Dok k-1 n
,; k+Dl (el

On a alors :

ey Ry LIy nt1)2—(nt+1)—1
(Z ) ( )2 = ( )

S CE Ve SR (n+2)!
___n +n2+n—1
(n+1)! (n+2)!
—n(n+2)+n2+n—1_ n+1

(n+2)! T (n+2)

donc ’égalité est vraie pour n + 1.
Ceci montre, par récurrence, que 1’égalité est vraie pour tout n € N*.

Remarque : Un autre calcul est possible, utilisant un télescopage.
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— (e

On a, pour tout n € N* :

Calculer, pour tout n € N* :

n n
SR+ k
k=1 k=1

Sn =Y k(k+1)
k=1

n
Sn=>_ k(k+1). _ on(n+1)@2n+1)  nn+1)
k=1 - 6 2
_ n(n+ 1)((2n+1) +3) _n(n+1)(n+2)
= . - - .
- J
O tout k € N* ! ! ! )
n remarque our tou : _— - —- —
e kk+1) k k+1

Calculer, pour tout n € N* :

d’ol1, pour tout n € N* :

Pour calculer des som-
mations doubles, ou des
produits doubles

5 | S SICELIL S LN I
" ,g;k(kﬂ) =k kRt im kSRt
D SR < NS S .
k:lk k:zk 1 n+1 n+1
\ J
Méthode ~
Essayer de :

e emboiter deux sommations simples, emboiter deux produits
simples

o utiliser une permutation de symboles Z, une permutation de

symboles H
o exploiter des roles éventuellement symétriques des deux indices.

= Exercices 2.12, 2.14, 2.15, 2.19, 2.20, 2.23

——(Eau

On a, pour tout n € N* :

Calculer, pour tout n € N* :

1<i,j<n

Sn= > (2+3j).

> o2+ > 3j=22n:ii+32n:ij

Sn =
1<i,5<n 1<i,5<n i=1;=1 i=1j=1
n n n n n n
- 221(21)+3Z( j):2zm+3n2j
i=1 Jj=1 =1 gj=1 =1 Jj=1

n n n
. . o mi(n+1
= 27LEZ+3HE]:5TZEZ:%.
i=1 j=1 i=1
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Méthode

Pour calculer une som-
mation faisant interve-
nir des coefficients bino-

miaux

On a :
k(k — 1)(2)

n!
k(k—1) El(n — k)!
k(k—1) n!
k! (n—k)!
1 n!
(k—2)! (n—k)!
(n—2)!
=D G — )
(n—2)!
" (-2 - (- D)
n—2
n(n — 1)(k B 2)‘

On applique la formule du binéme de Newton a 1 et 21/2 :

- (m k/2 _ (MY gk 1/2\k _ V2)".
I;)(k)z ;;)(k)l (2Y/2)F = (1 +v/2)

Méthode

Pour résoudre un sys-

téme linéaire

19
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—— (e ~

3z+y=1 Ly 3z+y=1 L1
—

Résoudre le systéme d’équations, d’in- 2c —3y =8 Lo 11z =11 Lo <— Lo+ 3Ly

3 =1
connue (z,y) € R? : ety z=1

2x — 3y = 8. —

y=-2
\ J

—— (e . )

On a, en additionnant les trois égalités :

s 2
Résoudre le systéme d’équations, d’in- drty+z=5 L
connue (z,y,z) € R? : (S) r+4dy+z=-1 Lo
(S) =
dr+y+2=5 6(x+y+z) =12 r+y+42=8 L3
(S) Sx+4y+2=-1 T+y+z=2 Ly
FrGAE =6, 3z =3 L1+ Li—Ls
\ J z=1
3y=—3 L2<—L2—L4
= = {y=-1
32=6 L3 < L3 — Ly
z=2.
c+y+z=2
. J

~

Essayer de se ramener a une des équations ou inéquations simples que
Pon sait résoudre, du type cosz = a, cosz < a, cosz > a, ...

Pour résoudre une équa-
tion ou une inéquation e par utilisation de formules de trigonométrie

portant sur des fonc- o par changement d’inconnue

tions trigonométriques .
& ! o par factorisation.

w FExercices 2.7, 2.8

— (e ~

On a, pour tout z € R :

1 1
Résoudre I’équation cos* z +sintz = B <= (cos®z +sin®z)? — 2sin®zcos® z = 3
cos* z +sintx = = in2 2 L 2 2 2
9 <= 2sin” z cos T=3 <= 4sin“zcos"z =1 <= sin“2zx =1
”% ™ ™o
d’inconnue z € R. . §in2r = £1 < 27— 3 7] < z= 3 [5]

On conclut : S = {g—l—k%; kEZ}.
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(B

N
On a, pour tout z € R :
Montrer : cosx 4+ sinx = sin (g —m) +sinz
Vz € R, (cosz+sinz)* <4 = 2sin£cos (g — :c) =2 cos (% —z),
et étudier le cas d’égalité. donc : (cosz + sinz)? = 4cos (% _ :r:) <4.1=4.
Pour le cas d’égalité :
(cosm +sinz)? =4 <= 4cos? (g —x) =4 < cost (% —w) =1
— cos(z—:c) =41l < S —z=0 [r] <= z=1 [].
4 4 4
On conclut : il y a égalité si et seulement si z = % [7].
\ J
— I ~
En notant ¢t = tanz, on a :
Résoudre 'inéquati 1) =t <l < 202 <1
ésoudre l'inéquation T2 - .
(1) a2 < U, Si 1 —t2 < 0, alors I’inégalité est trivialement vraie.
. g
d’inconnue z € [0;5[ Sil—t2>0: T <1l < 22<1-t®> < 32<1.
. 2 2 1
Ainsi : (1) <= (t >1 ou t <§)
1
donc, puisque t =tanz > 0: (1) < (t >1 ou t< %)
1
Commetanz = —, on conclut : §= [0; E[ U ]E; E[.
6 V3 6 472
\ J
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-\@L Ol/L/-F-a_bLk_?

PourtoutneN*: ilzl.
i=1
Pour tout n € N* : Zz:zn

Pour tout (z,y) € R? : |z +y| < |z| + |y]-
Pour tout (z,y) € (R4)?: Vo +y<Vo+/y.
La fonction |.| est croissante sur R.

Tout nombre réel admet un inverse.

Aprés calculs, le systéme d’équations, d’inconnue (z,y, 2) € R3 :

2z4+y—2z=-1
r—y+z=4
rT—2y—z=2

admet une solution et une seule, qui est (1, —1, 2).
n
Pour une suite réelle (u,)nen, si on note, pour tout n € N, S, = Zuk,
k=1

n
alors, pour tout n € N, Sy, = Zuzk.
k=0

<]
|

<]
|

<]
|

<]
|

<]
|



Enoncés des exercices

s

P

| 2211 Calcul d’'une somme, par récurrence
- ~)*@2n+1) -1
Montrer : Vn € N* pyig = :
ontrer : Vn € N, ;( ) 1

111 m Exemple d’inégalité, raisonnement par récurrence

1 1
Montrer : Vn € N*| Zﬁ<2__'

n
k=1

1T 7253 Somme de coefficients binomiaux de 2 en 2

Calculer, pour tout n € N* : A4, = Z (22;) et B, = Z <2kT_L|_ 1) :

k, 0<2k<n k, 0<2k+1<n
| m Exemples simples de résolution de systéemes d’équations linéaires
a) Résoudre les systémes d’équations suivants, d’inconnue (z,y) € R? :
dr -2y =1 r—3y=-1
1) (2)
6r —3y =2 20 +y =5.

b) Résoudre les systémes d’équations suivants, d’inconnue (z,y,2) € R3 :

2r4+y—2=4 r—=2y+z=1 2e+y+z2=2
Do —y+z=-1 (2) 20 —-3y—2=3 3) sz+2y+2=0
r—2y—2z2=0 3r—4y—3z=14 3z 4z =4.

| E Exemples de résolution de systémes d’équations linéaires avec paramétres

Résoudre et discuter les systémes d’équations suivants, d’inconnue (x,y,z) € R?® et de

r+y—2z=2 ar+y+z=1
paramétre a € R : a) e —y+2=0 b)) Cxt+ay+z=1
dr —2y+az=a r+y+az=1.

| m Exemple de résolution d’un systéme d’équations linéaires avec parameétres

Résoudre et discuter le systéme d’équations suivant, d’inconnue (x,y,z2,t) € R* et de
parameétre (a,b) € R? :
r—y+2z4+t=0, —2x+3y+z—4t=1, —-3z+dby+42—Tt=a, —xz+2y+32—3t =0.
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| Résolution d’une équation trigonométrique

Résoudre I’équation sinx + sin2z + sin3z = 0, d’inconnue z € [0; 7).

HTT1] m Résolution d’une inéquation trigonométrique

Résoudre I'inéquation cos2x > cosx, d’inconnue z € R.

BT m Calcul d’'une somme

n

Calculer, pour tout n € N* : 5, = Z(—l)kk2.
k=1

Eamn) Calcul de ;k?’
On note, pour tout (n,p) € N* x N: S,(n) = Z EP.
k=1

a) Rappeler les valeurs de S,(n) pour p € {0, 1, 2}.

b) En développant (k+1)* puis en sommant, déduire la valeur de S3(n) pour tout n € N*.

| Calcul d’'une somme par télescopage

- 1 1
Calculer, pour tout n € N* : S5, = ; 1+ 72 + m
BT Sommes de nombres harmoniques
F1
On note, pour tout k € N*, Hy, = Z —, appelé k-iéme nombre harmonique.
p=1

n n
Calculer, pour tout n € N* : Z H; et Z kH; en fonction de n et de H,,.
k=1 k=1

BT v2ilel) Calcul d’'une somme contenant des factorielles

a) Décomposer linéairement le polynome P = X? — 2X + 1 de R[X] sur les polynomes
Py=1, P,=X, P,=X(X+1).

b) En déduire, pour tout n € N, la valeur de S,, = Z(k — 1)k
k=1

BT v2il'8 Somme de minimums

Calculer, pour tout n € N* : S, = Z Min (i, 7).
1<ign, 1<j<n





