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Chapitre

Raisonnements
mathématiques

Né dans une famille de commerc¢ants, George Boole

est un parfait autodidacte. Il apprend seul

le latin et le grec et lit avec passion les textes

de grands mathématiciens tels Joseph Lagrange

et Pierre-Simon Laplace. Dans sa principale publication,
An investigation into the Laws of Thought, publié en 1854,
il innove en fondant sur des bases mathématiques

le raisonnement logique, jusque-la considéré

comme une branche de la philosophie.

B Un peu d'histoire

On considere les Grecs anciens comme les fondateurs des mathématiques car les
premiers, ils ont eu le souci de justifier leurs résultats par des démonstrations. Des philo-
sophes comme Aristote ou les Stoiciens ont méme réfléchi a la notion de raisonnement.
Au milieu du XIX¢, les mathématiciens anglais George Boole et Augustus De Morgan
s'intéressent au raisonnement logique en tant que tel. Le premier définit des opérations
logiques telles la négation d'une proposition, la conjonction ou la disjonction de deux
d’entre elles. Le second, s'inspirant d’Aristote, introduit la notion de quantificateur.
Au tournant du XX¢ siecle, des mathématiciens comme Giuseppe Peano ou
Bertrand Russell utilisent le langage de la théorie des ensembles pour fonder le
raisonnement mathématique sur des bases solides.



mm Objectifs

B les incontournables

D> Savoir effectuer un raisonnement par récurrence.

D> Savoir utiliser un raisonnement par récurrence d'ordre 2.

B et plus si affinités
> Savoir effectuer un raisonnement par récurrence d'ordre supérieur ou égal a 2.
D> Savoir mettre en ceuvre un raisonnement par l'absurde.

> Savoir manipuler les connecteurs logiques et les quantificateurs.



EE Résumeé de cours

H Les éléments du raisonnement

U Proposition
Définition 1.1. — On appelle proposition toute phrase 9 dont on peut dire si elle est vraie ou
fausse. Lorsque 1'énoncé d'une proposition porte sur une variable x, nous pourrons la noter P(x) .

Remarque 1.1. — On écrira indifféremment " 9" ou " &P est vraie ".

Exemple 1.1. — Pour tout réel x strictement positif, "In(x) > 0" est une proposition dépendante
de la variable x. Elle est vraie si x>1, et fausse sinon.

Exemple 1.2. — "La suite (u, )n est croissante" est une proposition. Notons qu'elle ne

eN
dépend pas de l'entier n.

Exemple 1.3. — Pour un dé lancé, "le numéro sorti est pair" est une proposition.

Exemple 1.4.— Pour tout réel x, " (2x+1)e™ " n'est pas une proposition.

O Quantificateurs
Notation 1.1.— Le signe " V " placé devant une variable x signifie "quel que soit x...".
Le signe " 3" placé devant une variable x signifie "il existe (au moins) un x...".
Le signe "3!" placé devant une variable x signifie "il existe un unique x...".

"Vxe R, x?+1>0" se lit : "quel que soit le réel x, x> +1 est strictement positif" ou "pour tout

réel x, x? +1 est strictement positif".
"Ixe 10,+ o[, x> —6x+1=0" se lit : "il existe au moins un réel x strictement positif tel que

x2—6x+1 estégal 2 0" (il y a d'ailleurs deux tels x : 3+2v2 et 3—242).

n(n+1) nn+1) est

"Alne N¥, =3" se lit : "il existe un unique entier naturel » non nul tel que

égal a 3" (il s'agit du nombre 2).

Remarque 1.2. — Notons que, dans un énoncé, 1'expression "il existe un x" signifiera toujours
implicitement qu'il en existe au moins un. Si unicité il y a, elle sera explicitement mentionnée.

Propriété 1.1.— En général, la proposition (Vx,3y,?(x,y)) est différente de (Iy, Vx,P(x, y)).

Exemple 1.5. — La proposition "Vxe R,3ne Z, n<x<n+1" énonce que, quel que soit le

réel x, il existe un entier n, tel que x soit compris entre n et n+1, cette derniere valeur étant
exclue. C'est une proposition vraie (qui définit d'ailleurs ce que 1’on appelle la partie entiere du
réel x). Elle est différente de la suivante : "Ine Z,Vxe R,n<x<n+1" qui affirme, quant a
elle, que tous les réels sont compris entre deux entiers fixés. Elle est évidemment fausse.
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O Connecteurs logiques
Définition 1.2. — La proposition contraire de ¢, notée non? et appelée négation de 9, est la
proposition qui est vraie lorsque & est fausse et qui est fausse lorsque & est vraie.

Propriété 1.2. — La négation de (Vx,P(x)) est la proposition (3x,non?(x)).
La négation de (3x,P(x)) est la proposition (Vx,nonP(x)).

Exemples 1.6. — e Pour un dé lancé trois fois, le contraire de "les trois numéros obtenus sont
pairs" est "au moins un des numéros obtenus est impair".
e Lanégationde "Vxe R,Ine Z,n<x<n+1"est:
"dxe R, VneZ, x<noux=2n+1"
La premiere proposition est vraie (voir I’exemple 1.5) et la deuxiéme est fausse car il n’existe
pas de réel x tel qu’aucun entier ne soit dans I’intervalle [x—1, x].

Définition 1.3. — Soit ? et @ deux propositions. On appelle disjonction de @ et @ la proposition
(?ou @), le "ou" étant entendu ici inclusivement (soit &, soit Q, soit les deux).

Exemple 1.7. — Pour un dé lancé, on considere 9 : "le numéro sorti est pair", et Q : "le numéro
sorti est supérieur ou égal a 3". Alors, (P ou Q) est : "le numéro sorti est 2,3,4,5 ou 6".

Définition 1.4. — Soit 9 et @ deux propositions. On appelle conjonction de 9 et Q la proposition
(? et Q) (les deux simultanément).

Exemple 1.8. — En reprenant I'exemple 1.7, (9 et Q) est : "le numéro sorti est 4 ou 6".

Définition 1.5. — Soit @ et Q deux propositions. On dit que 9 implique Q, et on note P = Q,
lorsque, si @ est vraie, alors @ est vraie (I'implication @ = & est appelée réciproque de 9 = Q).

Vocabulaire 1.1 — Lorsque ¢ implique @, on dit que & est une condition suffisante de @, et que
@ est une condition nécessaire de <.
= Meéthode 1.1. Comment établir que 7(x) < f(y) ?

= Meéthode 1.2. Comment établir une inégalité quelconque ?
= Meéthode 1.3. Comment montrer une proposition par implication ?

Exemple 1.9. — Pour tout réel x, on a : (x =x? ) = (x20) (l'implication réciproque est fausse).

Définition 1.6. — Soit @ et Q deux propositions. On dit que @ équivaut a Q (ou que 9 et Q sont
équivalentes), et on note 9 < Q, lorsqu'on a, ala fois, P =>Q et =9

Vocabulaire 1.2 — Lorsque 9 et @ sont équivalentes, on dit que 9 est vraie si, et seulement si, @
est vraie. On dit aussi que 9 est une condition nécessaire et suffisante de Q.

)
Exemple 1.10. — V(a.b)e (R} )", (lna<Inb) < (a<b).

Exemple 1.11. — Pour tout entier #n, n est multiple de 6 si, et seulement si, n est multiple a la
fois de 2 et de 3.
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m Différents types de raisonnements

U Démonstration par |'absurde

Théoreme 1.1. — Quelles que soient les propositions ¢ et Q, pour montrer que 9 implique Q, on
suppose que 9 est vraie, que Q est fausse, et on montre que c’est impossible.

= Meéthode 1.4. Comment montrer une proposition par I'absurde ?

U Démonstration par récurrence

Récurrence simple

Théoreme 1.2. — Soit un entier naturel ;.

Considérons une proposition ?(n) dépendant d’un entier naturel 7.

Si P(n,) est vraie et si, en supposant la proposition ?(n) vraie pour un certain entier naturel n
supérieur ou égal a ny, on montre que la proposition P(n+1) I’est aussi, alors la proposition
P(n) est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a ny.

= Meéthode 1.5. Comment montrer une proposition par récurrence ?

Vocabulaire 1.3 — La preuve de ?(n,) s'appelle l'initialisation de la récurrence. La vérité de
I'implication (EP(n) est Vraie) = (Q’(n +1) est Vraie) s'appelle 1'hérédité de la proposition.
Attention ! Dans I'étude de I'hérédité, on ne suppose surtout pas que P(n) est vraie pour tout n
(sinon, il n’y a plus rien a prouver !). On suppose que P(n) est vraie pour un certain entier n, et
on montre qu’alors P(n+1) est encore vraie.

Remarque 1.3. — La plupart du temps, on a ngp =0 ouny= 1.

Récurrence d'ordre p (avec p > 2)
I arrive que, pour établir une proposition a un certain rang, on ait besoin de savoir qu'elle est
vraie aux p rangs précédents (souvent p = 2). On a alors :

Théoreme 1.3. — Considérons une proposition ?(n) dépendant d’un entier naturel 7.

Si les p premieres propositions P(0), 9(1), ..., (p—1) sont vraies et si, en supposant les p
propositions P(n), P(n+1), ..., P(n+ p—1) vraies, pour un certain entier naturel » de N, on
montre que P(n+ p) est vraie, alors la proposition P(n) est vraie quel que soit I'entier n de N.

= Meéthode 1.6. Comment montrer une proposition par récurrence d'ordre 2 ?

U La contraposition

Théoreme 1.4. — Montrer que @ implique @ revient a montrer que, si Q n'est pas vraie, alors 9
n'est pas vraie.
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mE Méthodes

B Comparaison d'expressions

O Méthode 1.1. Comment établir que f(x)< f(y) ?

Si une fonction f est monotone sur un ensemble /, et si x et y appartiennent a /, alors
comparer x et y suffit pour comparer f(x) et f(y).

Plus précisément :

* Si fest croissante sur [, alors : x<y= f(x) < f(y).

* Si fest décroissante sur /, alors : x<y= f(x)= f(y).

Remarque : si I'on veut établir des équivalences au lieu d'implications, il faut
signaler en plus la bijectivité de f (ce qui établit l'implication réciproque grace aux
variations de f ~' qui sont les mémes que celles de f ).

= Exercice 1.4

Exemple. Montrer que quel que soit l'entier n supérieur ou égal 2 2, on a :
2n

(1 —z) < (1 ——) (nous noterons cette inégalité (I ))
n n

Remarque importante de présentation — Nous allons commencer par une analyse qui se fait
au brouillon, ou méme, avec un peu d'habitude, mentalement. Nous proposerons une rédaction
"au propre” dans un second temps.

Au brouillon :

2 n 1 2 n
e Compte tenu des regles sur les exposants, (/) s'écrit : (1 ——) < {(1 ——) } .
n n

e Puisque la fonction ¢+ " est strictement croissante sur R. , et puisque les deux membres de

l'inégalité sont positifs (carn = 2), alors cette dernicre inégalité équivaut a la suivante :
2 1)’

1-=< (1 - —) .
n n

e Mais, en développant le membre de droite, nous nous rendons compte que cette inégalité est

‘. L. 2 2 1 1 . .
¢vidente. En effet, elle s'écrit: 1-—<1-—+— c'est-a-dire : 0<—, ce qui est vrai.
n n on n
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Sur la copie :
11 suffit de "partir" de la fin du raisonnement au brouillon :

2 2
Vn=2, (l—l) :1—%+L221—% (car %20) donc : 1—%S(1—l) .

n n n n n n n

La fonction ¢ > ¢" est strictement croissante sur R, et chaque membre est positif (car n=2)

donc: (12 <[ (12|

Cette inégalité s'écrit bien : (1—%) < (l—l)
n n

2n

0 Méthode 1.2. Comment établir une inégalité quelconque ?

Si 1'inégalité que 1'on se propose de prouver ne peut pas se mettre sous la forme
étudiée a la méthode 1.1, alors en "passant tout” dans un méme membre, on se
rameéne a prouver qu'une expression est positive (ou négative, selon les cas). Il sera
par exemple possible, mais non obligatoire (voir ci-dessous), d'étudier les
variations de la fonction définie par cette expression.

= Exercice 1.4

Exemple 1. Montrer que : Vxe R, x> 2Jx-1.
2
Pour tout réel x positif, on a la chance de constater que : x— 2Jx +1 = (\/; - 1) .

Comme un carré est positif, on en déduit que : Vxe R,, x— 2Jx+120.

On a bien montré que : Vxe R, x22\/;—1.

Exemple 2. Montrer que : Vxe ]—1, + o0 [, In(1+x)<x.

Onpose f(x)=x—In(1+x) et on étudie la fonction fsur |1, +oo.

Cette fonction est bien sfir dérivable etona: Vxe |1, +oo[, f'(x) PP S
I+x I+x

Comme 1+ x>0, le signe de f '(x) est celui de x, ce qui prouve que f décroit sur ]—1, 0[ et

croit sur ] 0, +o0 [ . Elle atteint donc son minimum pour x=0.
Onaalors: Vxe |1, +oo[, f(x)2 f(0).Comme f(0)=0 on obtient: x—In(1+x)=0.

Conclusion :
Vxe ]—1, +o<>[, ln(l+x)$x

RAISONNEMENTS MATHEMATIQUES 7 il



m Différents types de raisonnement

O Méthode 1.3. Comment montrer une proposition par implication ?

La plupart du temps, pour prouver une proposition, on procede par implication
(sans se sentir obligé d'utiliser le symbole =) en construisant un raisonnement
"direct".

= Exercices 1.5, 1.7, 1.8, 1.12

Exemple. Montrer que, six < 1, alors | x—4 | > 3.

Six < 1, alors x — 4 < =3. Par décroissance de la fonction valeur absolue sur R _, on en déduit
que : |x—4|>|-3|. Ceci veut bien dire que : | x—4 | > 3.

Avec des notations plus symboliques, on vient de montrer que : (x < 1) = (|x—4|> 3).

O Méthode 1.4. Comment montrer une proposition par I'absurde ?

Pour montrer qu'une implication est vraie, il suffit de supposer 'hypothése vraie et
la conclusion fausse, puis d'en déduire alors une contradiction.

= Exercice 1.6

#1.

c e x+1
Exemple. Montrer que pour tout nombre réel x différent de -3, on a :
X+

x+1
x+3

Par I’absurde, si I’on avait =1, alors on en déduirait x+1=x+3, ce qui équivauta 1=3.

x+1
x+3

Ceci étant manifestement faux, on en déduit que : Vx # -3, #1.

B Récurrences

O Méthode 1.5. Comment montrer une proposition par récurrence ?

ng estici un entier naturel fixé.

On veut montrer que 9(n) est vraie pour tout entier n a partir de n.

* Initialisation : on vérifie que P(n,) est vraie.

* Hérédité : on considere que 9(n) est vraie pour un certain entier n supérieur ou
égal a n, . En utilisant 9(n) , on montre qu'alors $(n+1) est encore vraie.

* Conclusion : 9(n) est alors vraie pour tout n supérieur ou égal an,.

= Exercices 1.7, 1.8, 1.9, 1.11

HE 8 CHAPITRE 1



MO = 1
Exemple. On considere la suite (u,) _ définie par : 3u, -2

u

Vl’lE N, U, =

n
Montrer que (un )neN est constante égale a 1.

On commence par noter, pour n entier naturel, P(n):"u, =1".

e Initialisation : 9(0)est vraie par choix de .

e Hérédité : on suppose P(n) vraie (c'est-a-dire u, =1) pour un entier naturel n fixé.

1-2
On a alors u,,,, =3Xf=3—2=1.

Ceci montre que P(n+1) est vraie.

¢ En conclusion, on a bien montré, par récurrence, que : Vne N, u, =1.

O Méthode 1.6. Comment montrer une proposition par récurrence
d'ordre 2 ?

On veut montrer que P(n) est vraie pour tout entier n a partir de ny.

* Initialisation : on vérifie que P(n,) et P(n,+1) sont vraies.

* Hérédité : on consideére un entier n fixé, supérieur ou égal a ny, tel que P(n) et
P(n+1) sont vraies. Grace a P(n) et P(n+1), on montre que P(n+2) est vraie.

* Conclusion : 9(n) est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal an.

= Exercice 1.10

Remarque. On généralise sans probleme au cas d'une récurrence d'ordre 3 ou plus.
. . .. uy=u; =—1
Exemple. On considere la suite (un )neN définie par : {V 3 .
neN, u,,, =5u,,,—6u,
Montrer que : Vne N, u, =3" -2,
On commence par noter, pour 7 appartenant a N, P(n) : "u, =3" - 21",
e Initialisation (pour n=0) :
30 -21=1-2=-1=uypet 3' =22=3—-4=-1 =y, donc P(0) et P(1) sont vraies.
e Hérédité :
On suppose P(n) et P(n+1) vraies pour un entier n naturel fixé et on va montrer que 9(n+ 2)
est vraie (c'est-a-dire que 'on a : u,,,, =3""2 —2"%3),
Uy,n =Su, . —6u, =53 —22)—6(3" — 2", car P(n +1) et P(n) sont vraies .
Comme 3"™'=3x3"et2"=2x2"" ona:
Upy =(5X3—6).3" +(=5X2+6).2" =9x 3" —4x 2+ =3n+2 _pn+3
Ceci montre que P(n+2) est vraie.

e Conclusion : Vrne N, u, =3" -2,

RAISONNEMENTS MATHEMATIQUES 9l



10.

mE Vrai/Faux

Vxe R, Vye[x, +oo[,Ine N, x<n<y.

dlye R, AxeR, x*=y.

La fonction f n'est pas la fonction nulle signifie : Vxe R, f(x)=0.
Une suite est soit croissante, soit décroissante.

On dit qu’une fonction fde R dans R est paire si I’on a pour tout réel
x: f=x)=f(x).

On dit que fest impaire si ’on a pour tout réel x : f(—x)=—f(x).

Si f, définie sur R, n'est pas paire, alors : Vxe R, f(x)# f(—x).

On désigne par a et b deux réels, alors : (ab#0) < (a#0o0ub#0).

Il est suffisant qu'une fonction soit dérivable sur un intervalle / de R

pour qu'elle soit continue sur /.

u est

n

Une suite (u,,) est bornée si, et seulement si, la suite ( )
neN neN

majorée.

On peut prouver par récurrence sur n la proposition : " lim u, =0".
n—>+oo

Si P(n) est"uy,,  <2"", alors P(n+1) est "u,,,, <2"".

Vrai Faux

O oo o oot
oo oo o good

HE 10
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HEE Enoncé des exercices

& Exos-minute '

QO Exercice 1.1. — On rappelle qu’une fonction fde R dans R est paire si I’on a pour tout
réel x, f(—x)= f(x) et on dit que fest impaire si ’on a pour tout réel x, f(—x)=—f(x).
I+e™

Soit f1a fonction définie par : Vxe R, f(x)= " .
+e*

Montrer que f n'est ni paire, ni impaire.

=D"

n+l1 -~

O Exercice 1.2. — On considere la suite (u, ), définie par: Vne N, u, =

Montrer que (u,) . n'est pas monotone.

neN

O Exercice 1.3. — On considere le polyndome P défini par :
Vxe R, P(x) =ix4 —ix3 +£x2 +lx+1 )
24 12 24 12

Calculer P(0), P(1), P(2), P(3) et P(4). Peut-on en déduire quelque chose pour P(5) ?

O Exercice 1.4.* — Une inégalité concernant la fonction exponentielle.
1. Montrer I'inégalité suivante : Vxe R, e*>x+1.
2. En déduire que :

Vne N°, Vee [0,n], ef2(1——) <1

D'apres EML

O Exercice 1.5. — Soit f1a fonction définie pour tout réel x par f(x)=¢"In (1+ex) .

X

1. Pour tout réel x, calculer f'(x) et vérifier que : Vxe R, f(x) =1—f'(x)— " © —.
+¢
2. En déduire une fonction g telle que : Vxe R, g'(x) = f(x) .
D'aprées EDHEC

0 Exercice 1.6.** — Le but de cet exercice est de montrer que ~/2 n'appartient pas a Q
(ot I'on désigne par Q I'ensemble des nombres rationnels, c'est-a-dire des fractions d'entiers).

On raisonne par I’absurde en supposant qu'il existe deux entiers n et p, p =1, tels que J2==.

On les suppose de plus choisis de telle sorte que la fraction soit irréductible (non simplifiable).

RAISONNEMENTS MATHEMATIQUES 11 Hl



1. Justifier que n? est pair puis montrer que n est pair.

2. En écrivant n sous la forme 2n', avec n' élément de N, montrer que p lui-méme est pair.

3. Conclure.

O Exercice 1.7. — On considere la suite (u,) . définie par uy =0 et, pour tout entier

naturel n, u,,; =+/u, +6 . Montrer que, pour tout entier naturel n, u, existeet 0<u, <3.

Q Exercice 1.8. — Soit un réel a positif. Montrer que :
Vne N, (1+a)" 21+ na

O Exercice 1.9. — Montrer que la proposition (Vne N, 2" > nz) est fausse.

Prouver en revanche que I'on a :
Vn=4, 2" > n?

Q Exercice 1.10. — On considere la suite (u, )neN définie comme suit : u, =u; =1 et, pour

tout entier naturel n, u,,, =u,,, +u,. Montrer que :
Vne N, u, <2"

. s . e 1 .
O Exercice 1.11.* — On considere la suite (u,) . définie par u, = et, pour tout entier

U,

naturel n, u,,, = . Montrer que :

n

1
Vne N, u, :5 et Uy =-1

Q Exercice 1.12.* * — On considere la suite (u, )neN définie comme suit :

Vne N, u, =X"+p",ou A et psont deux réels tels que 0 <A <p

Montrer que : lim u, =0 0<A<p<1 (on pourra mettre u” en facteur).

n—>+oo

. o . e 1 1
Q Exercice 1.13. — On considere la suite (u,) - définie par u, ==, u, =In(2)—-— et,
neN 2 2
pour tout entier natureln : u,,, +2u,,, +u, =
n+1
Déterminer u, .
D'apres EDHEC
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B Pour vous aider a démarrer

Exercice 1.1. 11 suffit de trouver un contre-exemple a chaque fois, c’est-a-dire un
réel x tel que f(—x)# f(x) etun autre tel que f(—x)#—f(x).
Exercice 1.2. Pour répondre, les valeurs de u,,u, et u, suffisent.

Exercice 1.4. Pour la question 1, étudier la fonction qui a x associe e* —x—1.
Pour la question 2, appliquer I'inégalité de la question 1 en remplacant x par — */n,

puis utiliser la croissance de la fonction u - u” surR, .
u,

Exercice 1.5. Pour la question 2, une primitive de — est ln| u | .
u

Exercice 1.6. Pour la question 1, ayant obtenu que n? est pair, pour montrer que n

est pair, supposer que 7 est impair et montrer qu’alors n” serait impair.
Exercices 1.7 a 1.10, faire une récurrence.

. 1 .
Exercice 1.11. En notant ®(n) la proposition "u,, 25 et uy, = —1", faire

. et " 1 n
attention que R (n+1) est la proposition " u,,,., 25 et U3 =—1"

Exercice 1.12. La preuve s'obtient par double implication. L'indication de 1'énoncé
concerne le sens "= ". L'autre implication est rapide.
Exercice 1.12. Faire attention de remplacer n par O partout !
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mE Corrigé des vrai/faux

1. |1 2. | 3. | 4. | 5. | 6. 7. ] 8 | 9 |10
F A" F F F F v v F F

1. 1 suffit de choisir x=1,5 et y=1,6.

2. Posons P(y) : "A!xe R, x> = y". Cette proposition n'est vraie que pour y=0.
En effet, 'équation x> =y posseéde deux solutions réelles si y >0 et aucune solution réelle si

y<0.Ainsionabien:"3lye R,P(y) ",etce "y" est0.

3. fest la fonction nulle signifie : Vxe R, f(x)=0.
fn'est pas la fonction nulle signifie donc : Ixe R, f(x) #0 .

Par exemple, la fonction qui vaut O sur J—o, O[ U ]0, +oo[ et telle que f(0) = 3 n'est pas la
fonction nulle.

4. Lasuite (,) _, définie par: Vne N ,u, =(-1)" prend alternativement les valeurs 1 et -1 et

n'est donc ni croissante ni décroissante.

5. C'est le méme probléeme qu’au V/F 3. La fonction f n'est pas paire s'il existe un réel x tel que

f(=) #f(x).

6. Les deux facteurs du produit doivent étre différents de O si I'on veut que le produit soit
différent de O (sinon, dés qu’un facteur est nul, on sait que le produit est nul).

7. En effet, si une fonction est dérivable sur un intervalle 7 alors elle y est continue (c’est au
programme de terminale).

8. e Silasuite (u,) est bornée, alors : I(m,M )e R?, Vne N, m<u, <M .
On en déduit : El(m,M)e R2,Vne N, —max(|M|,|m|) <u, < max(|M ,|m|)
En posant A = max(|M |, |m | ), onabien: —A<u, <A . Par propriété de la valeur absolue, ceci

< A. La suite (

donne : Vne N, |u, u,

) est bien majorée (par A).
e Réciproquement, si, pour tout n de N, |un| <A,alorsona: VneN, —A<u,<A. Ceci

prouve bien que la suite (un) est bornée.
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9. La propriété " lim u, =0" ne dépendant pas de n, une démonstration par récurrence est

n—>+oo

absurde.
10. 9(n) est la proposition "u,,,, <2"", alors P(n+1) est la proposition " Up(nit)1 < 2ntn
clest-a-dire : " iy, 5 <20

O Les erreurs classiques

o ]I faut bien penser que la négation de "pour tout x de A, x vérifie P" est "il existe x

dans A ne vérifiant pas P" et non pas "pour tout x de A, x ne vérifie pas P".

C'est en fait la technique du contre exemple qui est ainsi mise en valeur.

e ]l faut éviter de penser que les fonctions continues sont dérivables, c'est la

réciproque qui est vraie : attention donc a l'utilisation abusive du symbole < .

¢ Il ne faut pas croire qu'il suffise d'ajouter 1 au hasard pour passer de la propriété

P(n) alapropriété P(n+1), il faut remplacer n par n+ 1.

e Si l'on a, par exemple m < u, < M, il ne faut pas conclure trop hativement que

| u, | £ M. On peut s'en convaincre avec les exemples suivants.

-3<u,<2,oulona:|u,|<3

-2<u,<3,oulona:|u,|<3

2<u,<3,oulona:|u,|<3

3<u,<-2,oulona:|u,|<3
RAISONNEMENTS MATHEMATIQUES 15 HH



mE Corrigé des exercices

Exercice 1.1

1+ 1+e 1

3 3 Cl+e! e‘l(el+l):e_1:l

1+e! 1+e! e

Ona: f(—l) =e etf(l) =

14! _e“<el +1) el

Ona f(-1)# f(1) et f(-1)=—f(1), ce qui prouve (contre exemple) que f n'est ni paire, ni

impaire.
Exercice 1.2
1 | . .
Ona: uy=1, u :_E , Uy :g, c'est-a-dire : up > u; et u; <u,.La suite (u,, )neN n'est donc pas
monotone.

Exercice 1.3
e Apres calculs, on trouve P(0)=1, P(1)=2, P(2)=4, P(3)=8 et P(4)=16.
e On remarque que pour tout entier k de [[0,4]], ona: P(k) =2k On est alors tenté d'en déduire
que P(5)=2°=32.Mais en calculant, on trouve P(5)=31 (!).

On en conclut qu'il faut absolument prouver par récurrence toutes les conjectures faites, méme
si celles-ci sont vérifiées par les 5 premiers entiers.

Exercice 1.4
1. On définit la fonction fpar : Vxe R, f(x)=e* —x—1.
f est sans probleme dérivable surRet on a: Vxe R, f'(x)=e* —1. La fonction exponentielle
Vxe R*, f(x)<0
étant strictement croissante sur R et valant 1 en 0, on en déduit : { £'(0)=0
Vxe RY, f(x)>0

Ainsi, f est décroissante sur R” et croissante sur R’ , elle admet donc un minimum en 0. On en
déduit : Vxe R, f(x)= f(0), c'est-a-dire : Vxe R, e* —x—12=0.

On a bien montré que : Vxe R, e* > x+1.
= Méthode 1.2

2. Soit n un entier naturel non nul et ¢# un élément de [O, \/; ] .

2

5 C t? ) _r 2

Ecrivons l'inégalité e* =2 x+1 pour x=——.Onobtient: e » 2 1-——.
n n
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o 12 . :
Comme ¢ appartient a [0, Jn ] , alors 1——2>0. De plus, la fonction u > u" est croissante sur
n

R, , on peut l'appliquer a I'inégalité écrite a la deuxieme ligne de cette question, ce qui donne :

2 n
e Z(I—I—)
n
2 2 tz !
On peut multiplier par e >0, ce qui permet d'avoir: 1 > e’ (1——) .
n
2 n
On abien: Vne N*, Vr e [0, \/;], et (1_t_) <1.
n

= Méthode 1.1

Exercice 1.5

1. La fonction f est dérivable sur R, comme produit de fonctions définies et dérivables sur R.

e’ 1

De plus,ona: Vxe R, f'(x)=—e*xIn(1+e*)+e " x = -f(x).
I+e*  1+e*
1 l+e"—e ! , :
Comme el ¢ ,ontrouve : f'(x)=1- © —f(x).
1+e” 1+e* 1+e” 1+e”
On a bien montré que : Vxe R, f(x)=1-f"(x)— le -
+e

= Méthode 1.3

2. Une fonction g telle que, pour tout réel x, on a g'(x) = f(x) vérifie donc :

X

VxeR, g'(x)=1-f"(x)-

1+e”
Les fonctions en présence dans le membre de droite de 1'égalité ci-dessus sont toutes des
dérivées connues donc on peut en déduire une fonction g solution en la définissant, par exemple,

par: Vxe R, g(x) = x— f(x)—In[l+e*|=x— f (x)—In(1+e").

Exercice 1.6

n . n . e
Posons ~/2 =— , avec n et p entiers naturels tels que p est non nul et — non simplifiable.
14

1. Onaalors n= pJ2 etdonc n® =2p? ce qui signifie que n? est pair.

Pour montrer que n est pair, raisonnons par I’absurde en supposant que »n est impair. Des lors, il
existerait un entier naturel k tel que n =2k +1. On aurait alors :

n? = (2k +1)2 = 4k2 + 4k +1= 2(2k> + 2k) +1
En posant j=2k? + 2k , j est bien un entier naturel et on a n> =2 j+1donc n? serait impair.

En conclusion, on a montré que si n était impair, alors n? serait impair, ce qui est faux d’apres
la question 1. Par conséquent, n est pair.
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2. n est pair signifie qu'il existe n’ élément de N, tel que n=2n". En réécrivant 1'égalité
. 2 . n2 . .

n? =2p? avec n’, on obtient 4(n')” =2p?, soit p> =2(n’)", ce qui prouve que p?* est pair.

En raisonnant encore une fois comme ci-dessus, on obtient que p est pair.

3. Finalement p et n sont tous les deux des entiers pairs, ils sont donc tous les deux divisibles

par 2 ce qui contredit le fait que ' estnon simplifiable.
p

J2 ne peut pas s'écrire comme quotient de deux entiers donc : V2 ¢ Q.
= Méthode 1.4

Exercice 1.7

Procédons par récurrence en posant, pour tout entier naturel 7 : P(n) :"u, existeet 0<u, <3".
e P(0) est vraie car u, =0 donc u, existeet 0<u, <3.

e Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n.
Par hypotheése de récurrence, on a 0<u, <3 donc 6<u,+6<9. Comme u,+6=26=>0, on

peut prendre la racine carrée ce qui prouve que u,,, existe et, par croissance de la fonction

racine carrée sur R, , on obtient J6< U, <3, cequiimplique: 0<u,,, <3.
On a montré que P(n+1) est vraie.

Finalement, on a montré par récurrence que u, existe et que :
Vne N, 0<u, <3
= Méthodes 1.5, 1.7, 1.8

Exercice 1.8

Procédons par récurrence en posant, pour tout entier naturel n: R(n):"(1+a)" 21+ na".

e R(0) est vraie car (1+a)0 =1=14+0xa, donc (1+a)0 >1+0a.
e Supposons R(n) vraie pour un certain entier naturel n.
On a (1+a)n+1 = (1+a)n (1+a).
Comme (1+a)>0, I'hypothese de récurrence donne (1+ a)nH >(1+na)(l+a).
Or (1+na)(1+a)=1+(n+1)a+na* et de plus, comme n est un entier naturel, on a na* >0
donc (1+na)(1+a)21+(n+1)a. Ainsi, R(n+1) est vraie.
Finalement, grice au principe de récurrence :
Vne N, (1+a)n >1+na

= Méthodes 1.5, 1.7, 1.8
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Exercice 1.9

e La proposition (Vne N,2" > nz) est fausse puisque 2> =8 alors que 3% =9.
¢ Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, posons P(n) "2n>ptt,

P(4) est vraie. En effet, 2* =16 et 4> =16.
Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n supérieur ou égal a 4.
On a alors 2" =2x2" >2n? par hypothese de récurrence.
On doit donc montrer que 2n* > (n+ 1)2 )
En faisant la différence, on a : 2n> —(n+ 1)2 =2n% - (n2 +2n+ 1) =n’>-2n-1=(n- 1)2 -2.
Comme n — 1 2 3, il est certain que (n— 1)2 —2 est supérieur ou égal a 7, donc positif.
On a donc bien : 2n? > (n+ 1)2 . Ainsi, P(n+1) est vraie.
Par récurrence : Vn >4, 2" > n?.
= Méthode 1.5

Exercice 1.10

Procédons par récurrence double en posant pour tout entier naturel n, R (n) Dy, <2,
e R(0) et R(1) sont vraies puisque u, =1=2% et u; =1<2!,

¢ Supposons R (n) et R(n+1) vraies pour un certain entier naturel n.

En appliquant I'hypothése de récurrence, on a alors : u,,, < 2" 42",

On en déduit : u,,, <2"(2+1)<2"x4. Apres simplification, on a bien : u,,,, <2"*2.
Ceci signifie que R(n + 2) est vraie.

Finalement, par récurrence double, pour tout entier naturel n, on a : u, <2".
= Méthode 1.6

Exercice 1.11

. 1
Procédons par récurrence en posant pour tout entier naturel n : R (n) MUy, = 3 et iy, =—1".
1 1
. 1 ) "
® R(0) est vraie car u, =— et u; = Ho =L:L:_1,
2 -1 1 | 1
2 2

e Supposons R (n) vraie pour un certain entier naturel n.

U1

On a d'une part, u,,., = et, comme u,,.; =—1 (par hypothese de récurrence), on

Urpi1 -1
trouve :

1
—1-1 2
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u 1
D'autre part, uy,,3 =—22 _ ot comme Uspin 25, on a Uy, 3 =—"—

1

Uppsa —1 ——1

2

, ce qui donne apres

simplifications : u,,,; =—1. Ainsi, R(n+1) est vraie.

Finalement, par récurrence, on a, pour tout entier naturel » :
Upy =7 €t U,y =1
2

= Méthode 1.5

Exercice 1.12

Procédons par double implication.
e L'implication "<" se traite rapidement.

En effet, si 0<A<p<1, les suites (N’) et ( u”) sont des suites géométriques dont la raison est
dans ]0,1 [ . Ces suites convergent donc vers 0 et, par somme, la suite (u,,) converge vers 0.
e Examinons l'implication "=".

Pour tout entier naturel n,on a : u, =p”" ((%)" + 1) (car p#0).
. n . . A . :
La suite ((%) ) est géométrique de raison —e]O, 1] (puisque 0<A<pu) donc cette suite
u

converge vers 0 (si A < ) ou vers 1 (si A =p) et ((%)n + 1) converge vers 1 ou vers 2.

Or la suite (u,,) converge vers 0 par hypothese, donc, puisque u, =p" ((%)" +1), la suite ( u”)

converge vers 0, ce qui prouve que [ est un élément de ]0,1[ (on sait déja que p est strictement
positif). Finalement,ona: 0<A<pu<l1.
= Méthode 1.3

Exercice 1.13

Gréce a la relation donnée par I’énoncé, en faisant n=0, on trouve : u, +2u, +u, =1.
Ensuite, on remplace u, et u, par leur valeur et on obtient :
1
u, +(21n(2)—1)+5=1

On a donc :

uzzg—Zln(2)
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Chapitre
Sommes et produits

Le mathématicien et astronome indien Brahmagupta

a développé des méthodes tres sophistiquées

en arithmétique. C'est dans ses écrits que I'on rencontre
pour la premiere fois I'usage du zéro et de nombres
négatifs et il manie les racines carrées avec habileté.

Il résout des équations du premier et méme

du second degré. C'est a son époque que l'on voit
apparaitre la numération de position en base 10

mais il ne semble pas en étre l'initiateur.

B Un peu d'histoire

Les Sumériens et les Babyloniens avaient déja élaboré des méthodes de calcul, surpre-
nantes pour I'époque.

La numération de position, inventée par les Indiens vers le VI¢ siecle puis généralisée
par les Arabes, s'introduit lentement en Occident a la fin du Moyen-Age ; elle permet
d’élaborer des algorithmes pour les opérations simples. Lintroduction des logarithmes
au tout début du XVII® siecle a permis d’effectuer des calculs sur des tres grands
nombres, ce qui a entrainé de spectaculaires progres en astronomie.

L'émergence de l'informatique, en particulier des tableurs, mais aussi l'arrivée des
calculatrices de poche, ont modifié totalement notre rapport au calcul, mais pourtant,
un bon maniement du calcul mental reste un garde-fou salutaire pour éviter des erreurs.






EE Résumeé de cours

B Sommes de nombres réels

U Présentation du symbole >
Notation 2.1 — Les sommes sont symbolisées par la lettre grecque sigma majuscule.

Pour tout entier naturel » non nul, si X, x,, ..., x, désignent des réels, la somme

n
X + x, +...+ x,, se note symboliquement : Zxk (ou Z X; , OU encore Z X) -
k=1 I<k<n ke[1.n]
Dans la somme ci-dessus, & s'appelle ['indice, 1 et n sont les bornes de la somme.
Plus généralement, quels que soient les entiers naturels p et n tels que p<n,ona:

n
Xy F Xy Tt X, = DX
k=p

- 1 1
Exemples2.1.— 1+2+3+...+n= Y k. il Tt Z—
= 2 n ok

l+g+q’ +..+q"= Zq" , oll g désigne un nombre réel.
k=0

Remarque 2.1. — L'indice d'une somme est dit muet, ce qui signifie que 1'on peut écrire :

n n n
et n =Y ==Y =
k=1 i=1 Jj=1

O Premiéres propriétés

Propriété 2.1. — Si p <n, alors la somme z x, contient (n— p+1) termes.
k=p

Propriété 2.2. — Somme de quelques termes d'une suite constante :

VaeR,Y a=(n—-p+Da.

k=p

n
Propriété 2.3. — Vne N, Z X, = x, (cas d'une somme réduite a un seul terme).
k=n

Propriété 2.4. — Vme N*, Vn2m+1, Zxk :Zxk 4 Z X -

k=1 k=1 k=m+1
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Propriété 2.5. — Vie R, ZMk = Xz x; (factorisation par A qui ne dépend pas de l'indice).

k=1 k=1

Propriété 2.6. — Z(xk +y)= Zxk + Z y; (découpage d'une somme).
k=1 k=1 k=1

O Changement d'indice

Propriété 2.7. — Changement d’indice croissant.
Soit deux entiers naturels » et p tels que p <n et m un entier (positif ou négatif), alors on a :

n n+m
s S
k=p i=p+m

On dit que l'on a effectué le changement d'indice : i =k + m.

= Meéthode 2.1. Comment passer de Zxk+m (ou Zxk_m) a in ?
k k i

2n ei 2n+1 ej—l
Exemple 2.2. — Vne N, Z 5 :Z 5 (onaposé j=i+1).
i=0 (i+ 1) j=1 J

Propriété 2.8. — Changement d’indice décroissant.
Soit deux entiers naturels # et p tels que p <n et m un entier supérieur ou égal a n, alors on a :

n m—p
I
k=p

i=m—n

On dit que l'on a effectué le changement d'indice : i =m—k.

= Méthode 2.2. Comment passer de me_k a in ?
k i

n—1

Exemple 2.3. — Vne N*, Z(k+l)\/n—k=2(n—i+1)\ﬁ (onaposé:i=n—k).
k=1

i=0

Remarque 2.2. — Tout autre changement d'indice que ceux indiqués dans les propriétés 2.7. et
2.8. (c'est-a-dire i =k * cste ou i =—k t cste ) conduit a une catastrophe car il modifie le nombre
de termes de la somme et modifie donc la somme.

O "Télescopage"” de sommes

Propriété 2.9. — Pour tout entier naturel n et quels que soient les réels x,..., X,,;, ona:

n
V”le N, Z(Xkﬂ —xk):xn+1 — Xy -

k=0

= Meéthode 2.3. Comment utiliser la technique du télescopage ?
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Il faut savoir prouver cette propriété et ne pas se contenter de l'apprendre par ceeur, car elle
n

prend plusieurs autres formes, comme par exemple : Vne N*, Z:(xk_1 - X ) =xy—Xx, . On en
k=1

trouvera la démonstration a la méthode 2.3.

B Sommes usuelles

U Sommes des puissances des 77 premiers entiers naturels non nuls

Propriété 2.10.— Vne N*, Zk:@. Zk2=w.
k=1 k=1

Remarque 2.3. — Un bon entrainement consiste a prouver par récurrence le résultat suivant :

n 2 1 2
Zk3 = n(nT+) (voir le V/F 3 pour cette derniére).

k=1

U Somme géométrique

Propriété 2.11.— On désigne par ¢ un réel.
) n+l sig=1
Vne N, k=d1—gm
—-q

Remarque 2.4. — Plus généralement, lorsque ¢ # 1,on a :
n 1-— qn—p+1
Van’ qu :q/’—

k=p 1- q

On peut retenir cette formule en notant que g” est le premier terme de la somme et n— p +1 est
le nombre de termes de la somme.

B Sommes doubles

O Somme double a indices indépendants
Notation 2.2 — La somme des nm nombres (xi, j), ou i parcourt l'ensemble {1, 2, ..., n} et j

parcourt l'ensemble {1, 2, ..., m}, est notée Z X -
I<i<n
1<j<m
Remarque 2.5. — Si m = n, la somme Z X; ; est souvent notée Z X ;-
I<i<n I<i, j<n
1I<j<n
Exemple 24.— Avecn=3,0ona Z Xij =Xu1 + X2+ X153+ X1+ X0+ X3+ X371 + X302+ X33,
1<i,j<3
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Propriété 2.12. — Interversion de sommes : z X = i(i X ) = i(ixi, i ) .

I<i<n i=1 " j=1 j=1 "i=1
1<j<m

= Meéthode 2.4. Comment intervertir les ¥ dans une somme double a indices indépendants ?

n m m n
Remarque 2.6. — On peut plus simplement écrire : z X ;= szi’ ;= ZZ)@, je
I<i<n i=l j=1 j=1 i=l

1<j<m

U Exemples de sommes doubles a indices dépendants

Exemples et notations 2.5. — La somme x5 + X 3 + Xj 4 + X235 + X24 + X34 SE€ NOtE Z X ;-
1<i<j<4

La somme X1,1 + X1,2 + X133 + )Cl’4+ X222 + X23 + X2.4 + X33 + X34 + X4.4 S€ note Z xi,j .
I<i< j<4

Propriété 2.13. — Interversion de sommes a indices dépendants :

n n n _J
IETS DRI W 2T

1<i<j<n i=1 j=i j=1i=1

n=1 n n j-1
RTINS e

I<i<j<n i=1 j=i+l j=2 i=1

= Meéthode 2.5. Comment intervertir les ¥ dans une somme double a indices dépendants ?

Propriété 2.14. — Quels que soient les n réels, x,...,x, , avec n élément de N*, on a :
1 n

(Zn:xk)2=zn:x,f+2 Z X;X;
k=1 =1

1<i< j<n

B Produit de nombres réels

O Présentation du signe [

Notation 2.3 — Soit # un entier naturel non nul, et n réels, x;,...,x, .

Le produit x; X---Xx, se note symboliquement : ka
k=1

U Propriétés

Propriété 2.15.— Vie R, Vae N*, [r=n".

k=1
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Propriété 2.16.— Vme N*, Vh>m+1, ka =(ka)><( H xk).

k=1 k=1 k=m+1

Propriété 2.17.— Vne N, [ (xey ) = (ka )X(H Vi )
k=1 k=1

k=1

n
Xk

Propriété 2.18. — Si aucun des y, n'est nul, alors : Vne N*, Hx—k = "nL ;
k=1 Yk H e
k=1

Propriété 2.19. — Télescopage.

n
X X N .. .
Vne N, Hﬂ =27%L "3 1a condition que Xp,...,X, soient non nuls.
k=0 Xk Xo

U Factorielle
Définition 2.1. — Pour tout entier naturel n, on appelle factorielle de n, et on note n!, 1'entier
naturel défini par :

1 sin=0

n!=< 4
Hk=1><2><---><n sin>1
k=1

Définition 2.2. — Définition "récursive" de n!
0!=1et,pourtout nde N*, n! =nxmn-1)!

Remarque 2.7. — Les factorielles seront revues au chapitre 15 consacré aux coefficients
binomiaux.

SOMMES ET PRODUITS 27 il




mE Méthodes

® Changement d'indice

Q Méthode 2.1. Comment passer de ) x;_, (ou Y x;,,) @ > x; ?
k k i

m On désigne par m, n et p des entiers naturels tels que m < p < n.
n—m
Pour passer de Zxk | Z X; ,on pose i =k —m, c'est-a-dire k =i+ m.
k=p i=p—m

* Dans le terme générique de la somme, on remplace chaque k par i + m.

borne supérieure : lorsque k =n, alors i=n—m
¢ Pour les bornes : o ] .
borne inférieure : lorsque k = p, alors i = p—m

n n—m
* On obtient alors : Z Xjm = Z X; .
k=p i=p—m
m On désigne par m, n et p des entiers naturels tels que p < n.
n+m
Pour passer derHm a Z X; ,on pose i =k +m, c'est-a-dire k =i —m.
k=p i=p+m
n n+m
On obtient de méme : Z Xpom = Z X; .

k=p i=p+m

= Exercices 2.3, 2.4, 2.6

Remarque. L'indice étant muet, avec un peu d'habitude, on pourra ne pas changer de lettre :
n n—m n n+m
Zxk_m: Z Xk et Zkarm = Z Xi -«
k=p k=p—m k=p k=p+m
n+l
Exemple. Calculer la somme S, = Z:(k2 —2k +1) sans la scinder en 3 sommes.
k=2
n+l
On remarque que S, = Z (k—1)? et on effectue le changement d'indice i = k—1.
k=2
Si k=2, alors i =1 :1a nouvelle borne inférieure de la somme est 1.
Si k=n+1, alors i =n : la nouvelle borne supérieure de la somme est 7.

Il reste a remplacer k par i+1 (ou k—1 par i) dans le terme générique de la somme :

S_g(k = 22 n(n+1)(2n+1)

HE 28 CHAPITRE 2



0 Méthode 2.2. Comment passer de ) x,,,a > x; ?
k i

n m—p
Pour passer de Z Xpop @ Z X; ,on pose i =m—k, c'est-a-dire k =m —i.
k=p i=m-n
* Dans le terme générique, on remplace chaque k par m —i.
borne supérieure : lorsque k =n, alors i=m—n

¢ Pour les bornes : o ) .
borne inférieure : lorsque k = p, alors i=m—p

place la plus petite borne en dessous du symbole X et la plus grande au-dessus).

n m—p
*  On obtient donc Z Xpop = Z x; (on inverse les bornes car, usuellement, on
k=p i=m-n

= Exercice 2.3

Exemple. Calculer la somme S, = Z(n —k+1) sans la scinder en 2 ou 3 sommes.
k=1
On effectue le changement d'indice i=n—k +1.

Si k=1, alors i = n : la nouvelle borne supérieure (et non inférieure) de la somme est .
Si k =n, alors i = 1 : la nouvelle borne inférieure (et non supérieure) de la somme est 1.

Il reste a remplacer n—k +1 par i dans le terme générique de la somme :

Sn=Zn:(n—k+1)=ii=M.

k=1 i=1 2

0 Méthode 2.3. Comment utiliser la technique du télescopage ?

n n n
Z (X1 =2, ) = Zx,m — Zxk on a scindé la somme en deux sommes
k=0 k=0 k=0
n+l n

= in - Zxk on a fait le changement d'indice i = k +1 dans
i=l k=0 la premiere somme

n n
= in + X, — (z X, + xo) on a mis en évidence les termes
i=1 k=1 communs aux deux sommes

n n
= in + Xy _Zxk —Xo = X1 —Xo
i=1 k=1

k=0

n
On peut retenir que Z(xk+l — X ) = X,,; — X, et adapter ce résultat selon les bornes.

= Exercices 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7

SOMMES ET PRODUITS

29 Il



n

Exemple. Pour tout entier naturel » non nul, exprimer S, = Z
= k(k+1)

I
k(k+1) k k+1
1 . 1 _.n
n+1 n+l n+l

en fonction de n.

On remarque que, quel que soit l'entier naturel k non nul, on a : . On a donc

S, = ! = Z(l—L) . Par télescopage on trouve : S, :1_
o kk+1) 15\k k+1 1

Remarque. On peut bien siir suivre la méthode de 1’encadré pas a pas si I’on ne se sent pas en
sécurité (il n’est pas question de prendre le moindre risque).

B Interversion de > dans une somme double

O Méthode 2.4. Comment intervertir les > dans une somme double a
indices indépendants ?

Dans la double somme " ZZ", si l'indice i n'apparait pas dans la somme sur j,
iel jeJ

alors on intervertit tout bonnement les deux signes ) : ZZ)@, = Z Zx,-, e
iel jeJ jeld iel

n p p n
Exemple. On a, sans jamais aucun probléme : szi, ;= Zin, i

i=1 j=1 j=1 i=l

O Méthode 2.5. Comment intervertir les > dans une somme double a
indices dépendants ?

n n
Pour intervertir les signes ) dans la somme : ZZ)@, ; » on peut procéder ainsi :
i=1 j=i
1<i<n

* Le systeme d'indices qui la décrit est o
ISj<n

* On synthétise ces conditions ainsi : 1<i< j<n.

1€j<n

* On les réorganise enfin en "partant" de j : T
1<i<j

nJ
* On en déduit que la double somme s'écrit : ZZ)CM .
=1 i=l

= Exercice 2.9
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Remarque 1. La nouvelle somme de gauche (somme extérieure qui est calculée en dernier),
donne le résultat final, par conséquent ses bornes ne doivent pas dépendre de l'indice i de la
nouvelle somme de droite (somme intérieure qui est calculée en premier).

n-1 n

Remarque 2. On agit de la méme facon avec la double somme Z Z X; j» qui est égale a

i=l j=i+l
n j-1
225

j=2 i=1

Exemple. Exprimer, pour tout n de N*, ZZ— en fonction de n.
i=l j=i J

Zn:z . ZZ Z (Z ) Zn:l@ (on a reconnu une somme usuelle)

lljl jlll-] /l-]zl j=1

n+1

ZH:Z ! Z( j+h)= Z j (changement d'indice)

i=l j=i
n+l

Zzi (z j— 1) (on a ajouté a la somme le terme d'indice j=1, puis on l'a enlevé)
i=1 j=i J

Zn:iiz ((n+1)(n+2) 1)=nZ+3n B n(n+3)'

2 4 4

=1 j=l J
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mE Vrai/Faux

Vrai Faux

1. Quel que soit I’entier naturel n» non nul et quels que soient les réels

; ; L1 O
Xiseees Xy, 0N kak :kZ)ck .
k=1 k=1

2n
2. Quels que soient les réels xg,...,x,,, ona: Vne N, Zka = Zx- .
k=0 i=0

3. VaeN, Y= (Zk)

k=1

n+l n+l

4. VneN', Zk;ﬁZketZl 21

9. Quel que soit ’entier naturel n et quels que soient les réels x;,..., X5 »

O O 0O O
O O 0O O

n
on a :Z(xk+2 = X)) = Xpgo T X — X — X -
k=0

6. Soit 1 un entier naturel supérieur ou égal a 2. Quels que soient les réels
n n n
Xlseees Xys Y1seees Y, O A L Zxkyk = (Z)Ck )(Z Vi ) .
k=1 k=1 k=1

n(n—1)

7. Lasomme Z X; ; contient ———— termes.
I<i<j<n 2

[]
[]

[]
[]

8. On considere une suite (#)e €t, pour tout entier naturel 7, on pose :

n n
S, = Z”k .On aalors S,, = Z”Zk .
k=0 k=0

9. Quel que soit I’entier naturel n non nul et quels que soient les réels

strictement positifs x;,...,x,,ona : ln(ka) Zln (%) - D D

10. Quel que soit ’entier naturel » non nul et quels que soient les réels

oV T 1 [
Xjyeen X, , 0N Q: (I ka) =| Ix,f
k=1 k=1
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HEE Enoncé des exercices

~‘ & Exos-minute '

O Exercice 2.1. — Ecrire les sommes suivantes de facon symbolique (2 I'aide du signe Z) :
1. A=2+4+6+8+10.

2. B=1+3+5+749.
3. C=1-24+3-4+5-6+7-8+9-10.

O Exercice 2.2. — On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Montrer que la somme des n premiers entiers naturels impairs est égale a n?.

O Exercice 2.3. — Calculer les sommes suivantes :

1.8, = Z3‘i , avec m élément de N.
i=0

* & 3 2 212 « “ 3 nz(n + 1)2
2.%T, :Z<k -3k +3k+2),avecnelement de N* (on admet que Zk =
k=2

).
k=1 4

3.*U, :kak!, avec n élément de N*.

k=1

n—l1
4.V,=> (n—k),avec n élément de N*.

k=0

Q Exercice 2.4.* — Formule de Bernoulli. Montrer que, quels que soient les réels a et b et
I'entier naturel non nul n, on a :

n—1
a" —b" = (Cl _ b)z akpn-1-k

k=0
Q Exercice 2.5.*
1. Déterminer une suite (uk )keN* telle que :

Vke N*, In (%) = Uy — Uy
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2. En déduire une expression de Zln (1 +

) en fonction de l'entier naturel non nul .
— k(k+3)

O Exercice 2.6.* — On désigne par n un entier naturel non nul.

1. Trouver trois réels a, b et ¢ tels que : Vke N¥, ak+1 =44 b <
k(k+1)(k+2) & k+1 k+2
< 4k +1 .
2. En déduire une expression de la somme Z— en fonction de n.

o k(k+1)(k+2)

O Exercice 2.7.* — Soit la suite (u, ) _ définie par :

uy=1
Vne N, u,., =2u,+nn-1)2"
. un
Pour tout entier naturel n, on pose v, = ? .

1. Ecrire la relation de récurrence vérifiée par la suite (v, )neN .

2. En utilisant la méthode 2.3, donner une expression de v, en fonction de n. En déduire u,.

Q Exercice 2.8.* — On considere la suite (a, )nEN définie par la donnée de son premier

terme a, et par la relation a,,, = Zak , valable pour tout entier naturel n.
k=0

Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on a a, =2""'a,

O Exercice 2.9.* — Calculer les sommes suivantes :
1. K, = Z 1, avec ndans N*.
1<i<j<n

n-1 n

2.L,= ZZ— avec ndans Netn > 2.

lljl+l.]

Q Exercice 2.10.* — Calculer le produit P, = H(l _k%) avec n>2.
k=2

n+D)!

Q Exercice 2.11.* — Justifier que, pour tout n de N*, ona: H(Zk = Y
n!

k=1
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<!

Q Exercice 2.12.* — Pour tout n de N*, on pose S, = n
k=1

. Exprimer, pour tout n de N”,

n

Z 1 en fonction de S
2k +1

k=0

etde S, .

2n+1

B Pour vous aider a démarrer

n—1
Exercice 2.2. La somme des n premiers entiers impairs est Z 2k +1).
k=0
Exercice 2.3. Pour la question 2, le calcul de 7, sera plus court et plus slr en
remarquant que k> —3k?+3k+2=(k—-1)*+3.
On pourra donc ensuite poser i =k —1.
Pour la question 3, écrire k = (k+1)—1 facilite le calcul de U,, .
Exercice 2.5. Utiliser les propriétés du logarithme népérien.

. . - o 1
Exercice 2.6. Pour la question 2, changer d'indice pour obtenir trois sommes de — .

Exercice 2.7. Pour la question 1, on peut diviser la relation définissant la suite
(u,) par 2",
Exercice 2.8. Faire une récurrence et remarquer que, pour tout entier n supérieur
ou égal a 1, on alarelation a, = ’iak . Attention a I’initialisation.
k=0

Exercice 2.9. Pour la question 2, intervertir les symboles X.
Exercice 2.10. Ecrire :
k-1 (k=D(k+1)

k2 k2
2X4X6%---X(2n)
2X4X6X%---x(2n)

Exercice 2.12. Séparer les termes pairs des termes impairs dans S

1
ke {23}, 1=

Exercice 2.11. Il faut multiplier le produit donné par

2n+l *
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mE Corrigé des vrai/faux

1. |1 2. | 3. | 4. | 5. | 6. 7. ] 8 | 9 |10
F F \" \" A" F v F \" v

1. L'entier k est I'indice de la somme, il ne peut donc pas "sortir" de la somme.

2. La somme du membre de gauche contient tous les termes x; dont les indices i sont compris
entre O et 2n et sont pairs alors que la somme du membre de droite contient tous les termes x;

dont les indices sont compris entre O et 2n.
n 2n
On a en fait : Zx2k =X+ X +..0,_ 0+ Xy, €t in =X +x+x+. . +X X,
k=0 i=0

PA+D? _1x4 5 ik3 '
4 k=1

e Si l'on suppose, pour un certain n dans N*, que

3. Procédons par récurrence. o Pour n=1,o0na

n 2 12 n+l n 2 12 2
Zk3:n(nT+),alors: k= k3+(n+1)3:n(nT+)+(n+1)3:(n+1)2 (%+n+1).
k=1 k=1

k=1

n+l 2 12 22
Zk3 =(n+1)2><n +4n+4 _ (n+ )in+ ) ‘
k=1
. 2(n+1y2 DY (&Y
On a montré par récurrence que : Vne N, Zk3:n (nt1 = n(nt )) = Zk .
k=l 4 2 P
Jan S n+1)(n+2 n(n+3 n n(n+1
4. Vne N*,Zk:Zk—lz( )( )—1: ( ) et Zkzg , donc
k=2 k=1 2 2 k=1 2
n+l n n+l n

Zk # Zk . En revanche, Zl = Zl puisque dans chacune de ces sommes, on somme 7 fois 1.
k=2 k=l k=2 k=l

n n n n+2 n
9. Z(xk+2 _xk)zzxk+2 _Zxk :ij _Zxk = X2 T X =X~ Xp
k=0 k=0 k=0 =2 k=0

On vient de faire un "double" télescopage.

6. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on considére x; =1, y; =0 et, pour tout i élément de
[[Z,n]],xi =0,y;=1.
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On a, d'une part Zxk v« =0, et d'autre part, (Zxk )(Z Vi ) =1x (n —1) =n-—1 qui est différent
k=1 k=1 k=1
deOcar n=2.

7.1l y a autant de termes dans une somme que de choix des valeurs que peuvent prendre les
indices (chaque terme correspond a 1'un de ces choix).
Oril y a n? couples d'entiers de {1,2,...,n} et n couples d'entiers (i, j) tels que i=j, ce qui

laisse n> —n couples d'entiers (i, J ) tels que i # j et puisqu'il y a autant de couples (i, j) avec

n(n-1
i< j que de couples (i, ) avec i> j, on abien % termes dans cette somme.

n
8. Ayant S, = Zuk , si I'on veut S,,, il faut remplacer n par 2n et rien d'autre (la suite S est
k=0
fonction de n seulement, la lettre k n'est que l'indice de la somme).

2n n
On a alors S, = Zuk , ce qui est différent de ZMZk (voir le V/F 2).
k=0 k=0

9. 1l s'agit de la généralisation de la propriété bien connue : In(ab)=In(a)+In(b), valable

pour tous réels a et b strictement positifs. Il suffit de faire une récurrence pour s'en convaincre.

10. 11 s'agit de la généralisation de la propriété bien connue : (ab)2 =a’b?, valable pour tous

réels a et b. Ici aussi, on peut faire une démonstration par récurrence.

O Les erreurs classiques

e Dans une somme, il faut bien repérer l'indice et ne pas le sortir de la somme.
e L'indice d'une somme est muet et "n'a pas d'existence 1égale", la preuve c'est
n n
qu'on peut le remplacer par n'importe quelle autre lettre : Z”i = Zu je
i=0 j=0
Aucun résultat d'une somme ne peut donc dépendre de l'indice de la somme.
e Dans un télescopage, il faut bien repérer quels sont les termes non communs aux
deux sommes.
e ]| est important de connaitre le nombre de termes d'une somme simple ou d'une
somme double.

¢ Rappelons que les seuls changements d'indice autorisés sont les suivants :
i =k + constante et i = —k + constante (la constante pouvant bien stir &tre négative).

o I1 ne faut pas confondre, et ceci n'est qu'un exemple, Zk —1 avec Z(k -1).
k=1 k=1
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mE Corrigé des exercices

Exercice 2.1

4 10
1. A=>"2% 2. B=) (2k+1) 3. CZZk(—l)H
k=1

k=1 %=0

Exercice 2.2
Tout entier naturel impair est de la forme 2k+1 ou k est un entier naturel.

n—1 n—1 n—1
Ona ) (2k+1)=2) k+ Y 1 dapres les propriétés 2.5 et 2.6.

k=0 k=0
n—1 _1

Ontrouvealors:2(2k+l)= (n )n+n=(n—1)n+n=n2.
k=0

En conclusion, la somme des n premiers entiers naturels impairs vaut n? .

Exercice 2.3

1
m m i 1_(*)
i Iy 3 3 1 1
O T RN g

i=0 i=0

2. On remarque que k> -3k +3k—1= (k - 1)3 . Par conséquent, on a :

n+l

T,,zZ((k—l)3+3).Enposanti=k—1,0ntrouve: T, = Z(z +3) Zz +Z3

k=2 p
n(n+1))2 ; n(n3+2n2+n+12)
+3n =
4

On a alors : 7, :(
= Méthode 2.1

n

3.0Ona: U, :ikklzzn:(k+1—1)k!=2((k+1)k!—k!).

k=1 k=1 k=1
On en déduit :

n n

U,= Z(k+1)‘—2k! =(n+1)! — 1 (par télescopage)

= Méthode 2.3
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n—1 n +1
4. En faisant le changement d’indice i =n—k , on obtient : V, = Z(n—k) = Zi = n(n2 ) )
k=0 im1

= Méthode 2.2

Exercice 2.4

Pour tout entier naturel » non nul, on trouve en développant :

n—1

& il n n—1
(a=0) St =St St =S s -Satrt o @ post j=ke1
k=0 k=0 k=0 j=1 k=0

dans la premiere somme).
n—1
Par télescopage, on conclut : (a—b) Zakb”‘l‘k =a"-b".

k=0
= Méthodes 2.1, 2.3

Exercice 2.5

1. Pour tout entier naturel X non nul, on a : ln((k+1)(k+2)):ln(k+1)—ln( k )

k(k +3) k+3 k+2
(k+1)(k +2)
k(k +3)

En posant i zln( k 2) , on obtient donc : ln( ) =Upy — U

2. Pour tout entier naturel » non nul, on a :

Zn:ln(H k(k2+ 3))2511“(%) - Zln(%)

k=1 k=1 k=l

n

D'apres la question 1, on a : Zln(l+ ) = Z:(u,ﬁ1 —uy ) =u,,; —u; (par télescopage).
pary k(k+3) ey

Finalement, on obtient : ZIn(1+ 2 ):1n(n+1)_1n(l):1n(3”+3)‘
o k(k+3) n+3 3 n+3
= Méthode 2.3

Exercice 2.6

1. Pour tout entier naturel X non nul, on a :
a b ¢ a(k+1)(k+2)+bk(k+2)+ck(k+1)

—+ = . En ordonnant, ceci s'écrit :
k k+1 k+2 k(k+1)(k+2)
a, b c =kz(a+b+c)+k(3a+2b+c)+2a.Onadonc:
k k+1 k+2 k(k+1)(k+2)
4k +1 a b ¢ 4k +1 k*(a+b+c)+k(3a+2b+c)+2a
=+ + = =
k(k+1)(k+2) k k+1 k+2  k(k+1)(k+2) k(k+1)(k+2)
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a+b+c=0
Ainsi, par identification des coefficients (des deux numérateurs), on trouve : 13a+2b+c=4.

2a=1
1
b+C:—E C_—Z
5 2
Ceci équivaut a 2b+c:5 ,ouencorea sb=3
o= =3
> 2
Finalement : Vke N*, el =L+ 3 - ! .
k(k+1)(k+2) 2k k+1 2(k+2)
2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose S, = ZL .
k(k+1)(k+2)
D'apres la question précédente, ona: S —Zn:(i+i—L)
pres P o 2k k+1 2(k+2))
Onendéduit: S, =) —+ - ——— ) —, apres avoir posé
o2k T k+l T (k+2 2igk
j =k +1dans la deuxieéme somme et [ =k +2 dans la troisi¢me.
1 1 &1 1
Ainsi,S,,:—(1+—+ —)+( + ) — )——( - )
2 2 kz=3k Z_;‘] n+1 Z‘ n+1 n+2
SR ] T DY N R B
4 n+l1 2\n+1 n+2 2 k3k T4 2(n+1) 20n+2)

= Méthodes 2.1, 2.3

Exercice 2.7

n(n—l)

1. En divisant par 2"*! la relation définissant la suite (u,,) ,ontrouve: v, =v, +

k(k-1)
5
On somme cette relation pour k allant de O a n—1(avec n > 1) et on obtient :

n—1 n—1 k(k_l)

Z(Vkﬂ_vk)zz >

k=0 k=0

n—1 n—1
On adonc : Z Vi1 — Zkz —%Zk

k=0

2. On obtient ainsi : Vke N,v,,, —v, =
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En utilisant un télescopage dans la somme du membre de gauche ainsi que les sommes de

(n—2)(n—1)n .

référence dans le membre de droite, on obtient : v, —v, =

6
U _n’-3n’+2n+6
Puisque v =—=1,0na: v, .
20 6
3_1,2
On en déduit que u, = n’ = 3n” +2n+6 x 2" (ce qui est encore valable pour n = 0).

= Méthode 2.3

Exercice 2.8

0
e Pour n=1, on a bien, par définition de la suite (a,) : a, = Zak =a, =1xa,=2"aq,.
k=0
e Si I’on suppose, pour un entier naturel n fixé supérieur ou égal a 1, que a, =2"" a, , alors, par
définition de la suite (a, ), on peut écrire :
n-l1

= Zak =a, + Zak =a, +a, =2a,.On a alors, par hypothese de récurrence :
k=0 k=0

a,, =2x2""a,=2"aq,
On a bien montré la propriété au rang n+1.

e Conclusion: Vne N*, a, =2""a

Exercice 2.9

1. Pour déterminer la valeur de cette somme, il suffit de connaitre le nombre de termes de la
somme, c'est-a-dire le nombre de couples d'entiers naturels (i, j) de {1,2,...,n} telsque i< j.

n(n—1
On a déja dénombré (dans la question 7 du Vrai/Faux) % tels couples.
3 n(n-1)
Il en résulte que : K, :T'
n j-I1 n —1 I’l(l’l 1)
Remarque. On pouvait aussi écrire : K, = Z 1 = Zl z
1<i<j<n j=2i=l1 j=2 k=1

n-1 n i
2. L Z Z — . Dans la somme intérieure, on a i + 1 <j < n, et dans la somme extérieure, on

i=l j=i+l ]

al<i<n-1,onadonc:2<j<n (jne peut pas prendre la valeur 1) et 1 <i<j—1(cari+1<
D-

n 1 n
L,= ZZ Z (1_1 z) Z 2 )] (on a reconnu une somme usuelle).

]211] ]2] ]2]

Z—Z(] H=— Zk (changement d'indice k= j—1).

,2 2.5
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n(n 1) n(n -1

On en conclut que L, =
2 4

= Méthode 2.5

Exercice 2.10

2 _ nop_
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal &8 2, ona: P, H k > ! = (uxﬂ) .
2 K 2k k

k-1 n+1
D'ou P, —— et par télescopage dans chaque produit, on obtient : P, = .
H H p pag que p >

k=2 n

Exercice 2.11

H (2k+1) xH(Zk)
En multipliant en haut et en bas par H(Zk} ona: H 2k +1 k=l .

k=1 k=l H(zk)
k=1

Le numérateur de cette expression est constitué du produit de tous les entiers pairs compris entre

2 et 2n multiplié par le produit de tous les entiers impairs compris entre 3 et 2n+1, c'est-a-dire
2n+1

. [1* _(2n+1)!

tous les entiers compris entre 1 et 2n+1. On obtient ainsi : H(2k+1) = nk:I

= [Teo [leo
k=1 k=1

De plus, H(Zk} = Z"Hk =2"n!, on en déduit donc:
k=1 k=1
" (2n+1)!

H(2k+1):W

k=1

Exercice 2.12

2n+l
Ona S2n+l_z 1—1 l‘f'l‘i'l-i-l-l'...+L+ ! .
o k 2 3 4 5 2n 2n+1

En regroupant d’une part les termes pairs, et d’autre part les termes impairs, on peut écrire :
S —(1+1+1++ ! )+(1+1+ +1)
o 35 7 i+l 2 4 2n

n

1 1
Onaalors: S,, +— —=S,.
e ,;)2k+1 ,Z;Zk 22k+1 Z,Z;k 2%+l 2

On en déduit :

n 1 1
Z 2% +1 = SZn+l - ESn
k=0 <K+
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Chapitre
Ensembles

« L'essence méme des mathématiques, c'est leur liberté »
disait Georg Cantor, mathématicien allemand

né a Saint Pétersbourg, connu pour avoir été le pere
de la théorie des ensembles. C'est dans les années
1870 qu'il fonde cette théorie en lien avec

son compatriote Richard Dedekind et qu’il définit

la notion de cardinal pour les ensembles infinis.

Ses théories révolutionnaires furent mal accueillies
par certains mais sont désormais acceptées par tous.

Z
=
o
'—
<
=

‘Ll
=
<
=
z
=

B Un peu d'histoire

La théorie des ensembles est un cadre dans lequel s'inscrivent toutes les branches des
mathématiques. Au tout début des années 1870, Georg Cantor s'intéresse aux points
ou certaines fonctions ont des comportements atypiques. Cela 'amene a étendre la
notion de cardinal (nombre d’éléments) a des ensembles infinis. Il montre que des
ensembles infinis peuvent avoir le méme cardinal, comme une droite et un plan, mais
qu'aussi, il existe différents cardinaux infinis.

Le mathématicien Giuseppe Peano rédige en 1895 un formulaire mathématique qui
popularise cette théorie dans lequel il introduit plusieurs symboles que nous utili-
sons encore.

Le logicien anglais Bertrand Russell énonce un paradoxe qui montre que l'on ne peut
nommer ensemble n'importe quoi. Pour pallier ce probleme, Ernst Zermelo définit
des axiomes sur lesquels doit s'appuyer la théorie des ensembles.






EE Résumeé de cours

Ce chapitre est tres utile pour les probabilités et devra étre revu a cette occasion.

B Ensembles et éléments

U Définitions, exemples et notations
Définition 3.1. — On définit un ensemble si I’on est capable d’affirmer sans ambiguité qu’un
objet appartient ou non a cet ensemble : on dit alors que cet objet est un élément de 1’ensemble.
En principe, on regroupe dans un ensemble des éléments ayant une propriété en commun.

On peut décrire un ensemble en extension, en donnant entre accolades la liste de ses éléments,
comme E = {0, 2, 4, 6, ...}, ou en compréhension, c’est-a-dire, entre accolades toujours, en
nommant les éléments, puis apres une virgule, en les décrivant, ce qui, avec 1’exemple précédent
donne £ = {ne N, n est pair}.

Notation 3.1. — Soit a et b deux entiers. L’ensemble des entiers compris entre a et b, est noté
[[a,b]] , et est défini en compréhension par : [[a,b]] ={ieZ,a<i<b}.

Conventions — On note les ensembles par des majuscules et leurs éléments par des minuscules.
On écrit "xe E" pour traduire que "x appartient a £" ou encore que "x est élément de E".

On écrit "x¢ E" pour traduire que "x n’appartient pas a I’ensemble E".

Le seul ensemble ayant zéro élément est 1’ensemble vide, noté .

QO Produit cartésien de deux ensembles
Définition 3.2. — Le produit cartésien des ensembles A et B est ’ensemble noté AX B, on lit
"A croix B", constitué de tous les couples dont la premieére composante appartient a A et la
deuxiéme a B. On a donc :
AXB ={(x,y),xeAetyeB}

Remarque 3.1.— AXA estnoté A°.

Définition 3.3. — De la méme fagon, on définit, pour tout entier n supérieur ou égal a 2,
I’ensemble A; X A, X ... XA, des n-uplets (x;, X, ..., X,), avec x; € A, x, € Ay, ..., X, € A,
On a donc:

A XAy X .. XA, ={ (x1, X0, ..., Xp), Vi€ I[l, n]],x,- €A}

Remarque 3.2. — AXAX...A estnoté A".
%/_/

n fois

Exemple 3.1. — R" est I’ensemble des n-uplets de réels et R? est ’ensemble des couples de
réels.
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B Comparaison des ensembles

Q Inclusion
Définition 3.4.— On dit que ’ensemble A est inclus dans ’ensemble B, on note A < B, lorsque
tout élément de A est élément de B.

= Meéthode 3.1. Comment montrer qu’un ensemble est inclus
dans un autre grace a la définition ?

Remarque 3.3. — Par convention, I’ensemble vide est inclus dans tout autre ensemble.

0 Egaliteé
Définition 3.5.— On dit que deux ensembles A et B sont égaux, on note A = B, lorsque l'on a :
AcBetBcA

= Meéthode 3.4. Comment montrer que deux ensembles sont égaux grace a la définition ?

U Ensemble des parties d’un ensemble
Définitions 3.6. — On dit que ’ensemble A est une partie de I’ensemble E (ou encore un sous-
ensemble de E) lorsque A est inclus dans E.
L’ensemble de toutes les parties de E est noté P(E).

Remarque 3.4. — Les phrases "A c E" et "A € ®(E)" ont la méme signification.

B Opérations

Dans ce paragraphe, on considere des ensembles qui sont tous des parties d’un ensemble de
référence, noté Q (cette lettre est la lettre grecque omega majuscule).

Q Intersection
Définition 3.7. — L’intersection des ensembles A et B est I’ensemble, noté A N B, (on lit "A
inter B") constitué des éléments qui sont a la fois dans A et dans B. On a donc :
xeANB& xeAetxeB

Définition 3.8. — De la méme fagon, on définit, pour tout entier naturel n non nul, 1’ensemble

n
AiNA,N...NA,, noté ﬂ A, (l'intersection se réduit a A; sin =1). On a alors :
k=1

xe ﬁAk & Vke [1, n]), xe A

k=1

oo oo
Définition 3.9. — On définit aussi I’ensemble ﬂ A, ,etona:xe ﬂ A, © Vke N*, xe Ay
k=1 k=1
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| Propriété 3.1. — L’intersection est commutative : ANB =B N A.

| Propriété 3.2. — L’intersection est associative : A NB)NC=ANBNC)=AnBn C.

| Propriété 3.3.— AN A =A.

| Propriété 3.4. —Ac B ANB=A.

| Propriété 3.5. — Q est élément neutre pour I’intersection : AN Q = A.

O Réunion
Définition 3.10. — La réunion des ensembles A et B est I’ensemble, noté A U B, (on lit
"A union B") constitué des éléments qui sont dans I’'un au moins des ensembles A ou B. On a
donc :
xeAuUB < xeAouxeB

Remarque 3.5.— Le "ou" utilisé ci-dessus est dit inclusif : on peut avoir xe AN B.

Définition 3.11. — De la méme fagon, on définit, pour tout entier naturel n non nul, 1’ensemble

n
Al UAU ... UA,, noté UAk (la réunion se réduit a A; sin = 1). On a alors :
k=1

xe LnJAk & ke 1, n], xe A

k=1

oo +oo
Définition 3.12. — On définit aussi I’ensemble U A, ,etona:xe U A, < Jdke N*, xe A,
k=1 k=1

| Propriété 3.6. — La réunion est commutative : AU B = BUA.

| Propriété 3.7. — La réunion est associative : (A UB)UC=AUBuUC)=AUBU C.

| Propriété 3.8. —AUA = A.

| Propriété 3.9.— A cB< AUB=B.

| Propriété 3.10. — & est élément neutre pour la réunion : AU & = A.

Propriété 3.11. — L’intersection et la réunion sont distributives 1’une sur 1’autre :
ANnBUC)=(ANB)UANOQO).
AUuBNC)=(AuUB) NAUOQO).

ENSEMBLES 47 il



Propriété 3.12. — Un ordre a connaitre :
ANBCA. AcCAUB

= Méthode 3.2. Comment montrer que £ est inclus dans Fen écrivant £= Fn G?
= Méthode 3.3. Comment montrer que £ est inclus dans Fen écrivant F= Eu G?

O Complémentaire
Définition 3.13. — Le complémentaire de A est I’ensemble, noté A (on lit "A barre"),
contenant les éléments de € qui ne sont pas dans A. On adonc : xe A & x¢ A.

Propriété 3.13. — Quelques évidences : A=A;0=0;Q=0.

Propriété 3.14. — A est la seule partie de Q vérifiant : A N A=QetAU A =Q.

Propriété 3.15.— Lois de Morgan: ANB = AUB et AUB = AN B.

Propriété 3.16.— A c B & BcA.

= Meéthode 3.5. Comment montrer que deux ensembles sont égaux
en utilisant les propriétés des opérations ?

B Ensembles dénombrables, ensembles finis

0 Ensemble dénombrable
Définition 3.14. — Un ensemble FE est dit dénombrable si, a chaque élément de E on peut faire
correspondre un unique entier naturel et si, a chaque entier naturel, on peut faire correspondre

un unique élément de E. On dit alors qu’il existe une bijection de E sur N (voir la définition

d’une bijection au chapitre 4).

Remarque 3.6. — Un ensemble E est dénombrable si on peut "numéroter” ses éléments avec

tous les entiers naturels (on dit que les éléments de I'ensemble sont indexés par N).
Exemple 3.2. — Les ensembles N, N*, Z et Q sont dénombrables, mais R ne I’est pas.

O Ensemble fini
Définitions 3.15. — Un ensemble FE est dit fini, s’il possede un nombre fini n d’éléments.
Le nombre n est appelé cardinal de E et est noté card (E). On a card (D) = 0.

Définitions 3.16. — On appelle singleton tout ensemble possédant un seul élément.
On appelle paire tout ensemble possédant deux éléments.
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mE Méthodes

H Inclusion

0 Méthode 3.1. Comment montrer qu’un ensemble est inclus
dans un autre grace a la définition ?

Pour montrer que A est inclus dans B, on prend un élément x quelconque de A et on
prouve que x appartient a B.

= Exercices 3.1, 3.2, 3.8

Exemple. Soit A I’ensemble des entiers naturels multiples de 6 et B I’ensemble des entiers

naturels pairs. Montrer que A C B.
Soit n un élément de A, alors il existe un entier naturel p tel que n = 6p = 2x3p, ce qui prouve

que n est multiple de 2 et appartient donc a B. Ainsi, A C B.

O Méthode 3.2. Comment montrer que £ est inclus dans Fen écrivant
E=FnG?

Pour montrer que E est inclus dans F, on peut écrire £ comme I’intersection de F et
d’un autre ensemble G et utiliser le fait que FNG cC F.

= Exercice 3.3

Exemple. Soit E={xe R, |x-2|<3}et F={xe R,x<5}. Montrer que E C F.
E={xeR,|x-2|<3}={xeR,3<x-2<3}={xeR,-1<x<5}=Fn G, avec
G={xeR,-1<x}.Onadonc bien E C F.

O Méthode 3.3. Comment montrer que £ est inclus dans Fen écrivant
F=EuG?

Pour montrer que E est inclus dans F, on peut écrire F' comme la réunion de E et
d’un autre ensemble G et utiliser le fait que Ec E U G.

= Exercice 3.3

Exemple. Soit E={xe R,x<1}etF={xe R,|x-3]|>2}. Montrer que E C F.
F={xe R,|x-3|>2}={xe R,x-3>20ux-3<-2}={xe R,x>50ux<1}.
Onadoncbien: F=E U G,avec G={xe R, x>5}. Par conséquent: EC F.
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m Egalité d'ensembles

0 Méthode 3.4. Comment montrer que deux ensembles sont égaux
grace a la définition ?

Pour montrer que A = B, on peut procéder par double inclusion.

= Exercices 3.6, 3.8
Exemple. Montrer que, siAUB=ANB, alors A = B.
Montrons dans un premier temps, que A C B.
Soit x un élément de A, alors, comme A c AUB, x € AUB, mais AuUB =ANB, on en déduit
donc que x € AN B, ce qui montre que, en particulier, x € B. Ainsi, A C B.
De la méme fagon, on montre que B C A et on conclut par double inclusion que A = B.

0 Méthode 3.5. Comment montrer que deux ensembles sont égaux
en utilisant les propriétés des opérations ?

Pour montrer que A = B, on peut procéder par égalités successives en transformant
A jusqu’a obtenir B.

= Exercices 3.4, 3.5, 3.9

Exemple. On considere 2 parties, E et F, de Q. Onpose A=(ENF) U (EN F) U (E N F).
Montrer que A=E U F.

Par associativité de la réunion,ona: A=[(ENF) U (EN F )] U (E N F).

Par distributivité de 1'intersection sur la réunion : A = [E N (F U F v (E N F).
A=[EmQ]u(E mF):Eu(E N F), car Ec Q, ce qui implique EN Q = E.

Par distributivité de la réunion sur l'intersection, on obtient : A = (£ U E YN (EUF).
A=QnN(EVUF),etpourfinir:A=EuU F,car EU F cC Q.

HE 50 CHAPITRE 3





